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ð1îhë�î±òóú@é�ë9ì3æsï�ì3æ�æ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ�ï�ä$è.�$ì3çJé < é9ë9ì�ê � î±å%& �öí3ì7ë<é�îhè/ç�ì7æ �±îhñ/ì7åFë9æsí7è/ù�ñ/ì7æ7÷Pãqä$å�æsï�ê7æ<è>ë<ä$ç�æ
îhñ>ähë9æ�ï�ê3é9ì7ë<òóè/ç�ì7ë ñ>î ����� � � !�����(  "( ���;��')(#*�� (�� � î±ð�ð�ñ/è>ýJå�ì7ë���é�ä$å�æ ñ>ì7æ æ9î±é�ì3ñ>ñ>èmé9ì7æ�ï�ì(òóîhç�è/ú7ë<ì �
� � ��� � � � (��	% �)� ��� � (  (��,+ ����� ��� ��� � �����&�(ì7ç�ì7ë � ä$ñ>æ3÷
ãqä$å�æoí3ä$ç�æ9è/ï�ê7ë<ä$ç�æoï�ä$ç�íaå�ç�ìkõ�ä$ë<ò(î±é9è/ä$çsï�ì

n
æ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ

(n = 4)
�×ì@éHç�ä$å�æoç�ähé9ä$ç�æ

Sj (j = 1, . . . , n)ñ>ì
j
ú3òóì æ9î±é�ì3ñ>ñ>èmé9ì*ï�ìöñ>î�õ�ä$ë9òóî±é9è>ähçC÷HøPì �$ì3í3é�ì3å�ë�ïCôºê3éÑî×é

xj
ï�ì3æ�ð1î±ë�îhò�ú3é9ë9ì7æÜä$ë<ù�è/é�îhå%&Bê7ýJå�è/ç�äm&Fè>îhå%&

,lë<ì7ñ|î×é�è.�$ì3ò�ì7çJé ��å�ç�ë<ê3õ�ê7ë<ì7ç�é�è>ì3ñbè>ç�ì3ë<é�è/ì7ñ72Üä$æ<í7å�ñ>î±é�ì3å�ë9æ��gîhæ<æ9äní7è/ê�î±å�æ9î±é�ì3ñ>ñ/è/é9ì
Sj (j = 1, . . . , n)

�aì3æ<é
ï�ê���ç�è�ð1î±ë�U

xj =

























aj

ex,j = ej cos (ωj + Ωj)

ey,j = ej sin (ωj + Ωj)

hx,j = tan (ij/2) cos (Ωj)

hy,j = tan (ij/2) sin (Ωj)

Lj = ωj + Ωj + vj

























,
,�6 2

ä�8
(aj, ej, ij, ωj, Ωj, vj)

ï�ê7æ<è � çFìsñÈôºì7ç�æ<ì7òÔù�ñ/ì
ï�ì7æqð�îhë�îhò�ú3é9ë9ì3æ�-
ì7ð�ñ/ì7ë<è>ì3ç�æXä$æ<í7å�ñ>î±é�ì3å�ë9æXï�ì Sj ÷
ãqä$å�æ�åjé�è>ñ/è/æ9ähç�æCñ>ì3æ�ê3ýJå1î±é�è/ä$ç�æ�ïFì ��î±å�æ9æ�î±æ9æ9äní3è>ê3ì7æoîhå�&sð1î±ë�îhò�ú3é9ë9ì7æ ,�6 2Õð}ä$å�ëPï�ê7í3ë9è/ë9ìUñ>ìUò�ä$å
�$ì3òóì3çJé

ï�ì
Sj (j = 1, . . . , n)

÷ �Kè/ç�æ9è-��ñ>ìXð�ë9ä$ùFñ>ú7ò�ì:��ë9ê3æ9ä$å�ïFë9ìKðFë9ì7çFï*ñ>îsõ�ähë9ò�ìqïÕô å�ç(ð�ë<ä$ù�ñ/ú7ò�ìXï�ìbí7ähòóòóîhç�ï�ì
ä$ðFé9è>òóîhñ/ìKì3éqæ7ôºê3í7ë9èméqæ9ä$åFæqñ|î�õ�ä$ë<òóì�æ9å�è$�±îhç�é�ì U



































































































min J (u1, . . . , un) = −
n
∑

j=1

mj(tf )

ẋj(t) = f (xj(t)) + Fmax g (xj(t))
uj(t)

mj(t)

ṁj(t) = −Fmax
‖uj(t)‖
g0 Isp

‖uj(t)‖ ≤ 1 t ∈ [t0, tf ]

xj(t0) = xj,0 mj(t0) = m0

ψj (xj(tf )) = 0

, (j = 1, . . . , n) ,

φ (x1(tf ), . . . , xn(tf )) = 0

, 5 2
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ä�8
mj

ì3é
uj
ï�ê3æ9è � ç�ì7ç�ésë9ì3æ9ð}ì3í3é�è$�$ì7ò�ì7ç�é�ñ>î(ò(î±æ9æ9ìÔì3é
ñ|î(í3ä$ò�ò(îhçFï�ì�ï�åzæ�î×é�ì3ñ>ñ>èmé9ì Sj (j = 1, . . . , n) ÷

EUñ>å�æ�ð�ë9ê3í7è>æ<ê7ò�ì7ç�ém�
Fmax

ê3é�îhçJé ñ>ì�ò�änï�å�ñ/ì�òóîA&jè/òÔå�ò ïFì(ð}ähå�æ9æ<ê7ì*ïFì7æ�ò�ähé9ì7å�ë<æ ï1î±ç�æ , 5 2��
Fmax ujë9ì3ð�ë9ê3æ9ì7ç�é�ì�ñ>ì �$ì3í3é�ì3å�ë�ð}ä$åFæ9æ9ê3ì�ï�åwò�ähé9ì7å�ëÔï�åwæ9î±é�ì3ñ>ñ/è/é9ì

Sj
ì�&jð�ë<è>ò�ê�ï1î±ç�æ�ñ/ì�ë<ì7ð}ú7ë<ìöä$ë9ù�èméÑîhñañ/äníÐîhñ

(T, N, W )
÷

�Nè>ì3ç�ýJå�ì���ð}ähå�ësí7ì@é9é�ì�îhð�ð�ñ/è>íÐî×é�è/ähç ��é9ä$å�æsñ>ì3æsæ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ
æ9ähè>ì7ç�é�æ<å�ð�ð}ä$æ<ê7æ ê7ýJå�è/ð�ê3æ�ï�å�ò < ò�ìÜò�ähé�ì3å�ë
,lïCôºè>ò�ð�å�ñ/æ9è/ähç�æ9ð}ê3í7è.��ýnåFì

Isp
2Zì3éKï�è/æ9ð}ä$æ9ì3çJéKïCôºå�ç�ì�òóîhæ9æ<ì�ïÕô ì3ë � ä$ñ/æbè/ç�è/é9è>î±ñ/ìsè/ï�ì7ç�é�è>ýJå�ì m0

�}í3ì7æKí7ähç�ï�è$�
é�è/ä$ç�æZç�ìsæ9ähçJéqð1îhæXë<ì7ýJå�è/æ9ì�ð}ähå�ëXñ>ì
ù}ähçöõ�ä$ç�í3é9è>ähç�ç�ì7ò�ì7ç�éXï�ìsñ|îÔòóê@é�ü�änïFìh÷
EHîhë*î±è>ñ/ñ/ì7åFë9æ �

xj,0 (j = 1, . . . , n)
ï�îhç�æ , 5 2'�kì7æ<é*ñ>ì �hì7í3é9ì7å�ë*ï�ì3æ*ð1îhë9îhòóú@é�ë<ì7æ(ähë9ù�èméÑîhå%&wè/ç�è/é9è>îhå%&-ï�ì

Sj (j = 1, . . . , n)
÷Pø�ì3æ � ë�î±ç�ï�ì7åFë9æ g0 � t0 ì@é tf �Cï�ê7æ<è � ç�ì3çJésë9ì7æ<ð}ì7í3é9è.�$ì3òóì3çJé�ñÈô îhí7í3ê7ñ/ê7ë�î×é�è>ähç�ïFì�ñ|î*ð}ì'�æ�îhç�é�ì3å�ë
îhå çFè.�$ìÐî±å ï�ìÔñ>îóò�ì7ë �}ñ>îóï1î±é9ì�è>ç�èmé�è>î±ñ/ì�ì@é�ñ|îóï�î±é�ì��1ç�îhñ>ì@��ýJå�èoï�ä$è$�$ì7ç�é < é9ë9ì é�ä$åFé9ì7æKñ>ì7æbï�ì7å%&

�
&jê7ì3æ7÷
ãqähé�ë<ìbîhðFð�ñ>è/íÐî±é9è/ä$ç�í3ä$ç�í3ì7ë<ç�ìKï�ì3æað�ë<ä$ù�ñ>ú3ò�ì7æQì7çóä$ë9ù�èmé�ìXù�îhæ9æ<ì ,�øf)W+92¾ð}ä$å�ëkñ/ì7æ<ýnåFì7ñ>ækñ/ìXòóänï�ú3ñ>ìZï
� �

ç1îhò�è>ýJå�ìZåFé9è>ñ/è/æ9ê@� ��é�ë�îm�$ì7ë<ækñ/ì7æQê3ýJå1î±é�è/ä$ç�æQï�ì �sîhå�æ9æQï1î±ç�æ , 5 2��$ç�ê � ñ>è � ìgñ>ìgõ�ë<ähé9é9ì7ò�ì7ç�ékî±é�ò�ä$æ9ðFü�ê7ë<è>ýJå�ì��
ò(î±è>æ�ð�ë<ì7ç�ïBì7çBí7ä$ò�ðFé�ìóñ�ô îhí3í7ê3ñ>ê7ë9î±é�è/ä$ç�ïFå�ì�î±å�é�ì3ë9ò�ì(ì3ç

J2
ïFå ð}ä±é�ì7ç�é�è/ì7ñQé�ì3ë9ë9ì3æ<é9ë9ìh÷ : ì*ð}ä$è/çJé ì7æ<é

è>ò�ð}ä$ë<é�îhç�ékí7îhëkñ>ì7ækæûé�ë�î×é�ê � è>ì7ækä$ðFé9è>òóîhñmì7æQï�ìbï�ê3ð�ñ/ä$è>ì3òóì3çJé ,lí@õÿ÷ § R�2Uï�ä$è$�$ì7ç�éNð}ähå
�$ä$è>ëQåFé�è/ñ>è/æ<ì7ëQñ/ì7ækì�>�ì3é9æï�ìsí7ì@é9é�ì�îhí7í3ê7ñ/ê7ë�î×é�è>ähç ��ì@éqç�ähé�îhò�òóì3çJéZñ|îÔï�ê3ë9è.�$ìsïFè >�ê7ë9ì3çJé9è>ì7ñ/ñ/ì�ï�ìsí3ì7ë<é�îhè>çFæXð1îhë9îhò�ú3é�ë<ì7æZä$ë9ù�èméÑîhå�&Õ÷

�	� � � 
���� � � � 
������ ����� &��

øPìsð�ë<ä$ù�ñ/ú7ò�ì�, 5 2Ní7ä$ò�ð}ä$ë<é9ì
ï�ì7æqí3ä$ç�ïFè/é�è/ä$ç�æ �1ç1îhñ/ì7æXçFähé�ê3ì7æ U

ψj (xj(tf )) = 0, (j = 1, . . . , n) ,
,X< 2

φ (x1(tf ), . . . , xn(tf )) = 0.
,0C 2

c�îhç�æóñ/ìöíÐîhæ�ï�åiï�ê7ð�ñ/ä$è/ì7ò�ì7çJé�ïCôºå�ç�ì�õ�ä$ë<ò(î×é�è/ähç-ì7çtähë9ù�èmé�ì�øf)W+#�Qç�ä$å�æóîhñ>ñ/ä$çFæ�ì3çtì	>Õì@é(è/òóð}ä$æ<ì7ë �
ñÈôºè>ç�æûéÑîhç�é ��ç1îhñ-�±ñ|îa�±î±ñ>ì7åFë¾ï�ì3æQê3íÐî±ë<é�æUïFìZñ>ähç � èmé�å�ï�ìW�në�îhè/ì L ì@éQïÕô î±æ9í7ì3ç�æ9è/ä$ç�ï�ë9ä$èmé�ìNï�åÜç�+så�ï�î±æ9í7ì3ç�ï1î±çJé
Ω
ì7ç�é�ë9ì�í3ì7ëûéÑîhè/ç�ì7æÜí3ä$å�ðFñ>ì7æÔï�ì�æ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ ��í7ì�ýJå�ègí3ä$ç�ï�å�èmé �),0C 2@÷¾øPì3æ�î±åFé�ë<ì7æÜð1îhë9îhò�ú3é9ë9ì7æÔä$ë<ù�è/é�îhå%&

æ9ì3ë9ä$ç�é �
&jê7æ�ï�ì ò(îhçFè>ú3ë9ì�ì�&jð�ñ/è>í3è/é�ìsì3é�è/ç�ï�ê3ð}ì7ç�ï1î±çJé9ìÔïCôºå�ç æ�î×é�ì3ñ>ñ>èmé9ì��óñ�ô îhåjé�ë9ì@��í7ì�ýJå�èoí3ä$ç�ï�å�èmé � ,X<�2@÷
ãbähé9ä$ç�æ(ýJå�ì í7ì3æ*í7ä$ç�é�ë�î±è>ç�é�ì7æóï�ì��në�î±è>ì7ç�é*ð}ä$ë<é9ì7ë(ì7çté�ä$åjé�ì�ë9è � å�ì3å�ëóæ9å�ë(ñ>ì3æ(ð1îhë9îhòóú@é�ë<ì7æ(ò�ä(�$ì3ç�æ*ì@é
ç�ä$ç�æ9å�ë�ñ/ì7å�ë<æ �±îhñ>ì3å�ë9æ ä$æ9í3å�ñ>î±é�ë9è/í7ì3æ7÷�
�ä$åjé�ì3õ�ähè>æ ��í3ì3é<é�ì*îhð�ð�ë<ä�&jè>òóî±é9è/ä$ç�æ9è/òóðFñ>è$��ì�ñ|î�ò�è>æ<ì�ì7çBänì7å%�jë<ì
ï�ìóç�ähé9ë9ìóò�ê3é9ü�änï�ìóì@é�ç�ìóí7ä$çFï�å�è/é ð1î±æ#��ï�ì7æ ï�è >�ê7ë<ì7ç�í3ì7æ�æ9è � ç�è$�1íÐî×é�è.�$ì3æ�ì7ç�é�ì3ë9ò�ìóïFì(æûé�ë9î±é�ê � è>ì3æ ï�ì
ï�ê7ðFñ>ä$è/ì7ò�ì7ç�éÐ÷
j �213�Q�abO$K� (	�0��
  , �	�	%&����)
� ) 

� ����� )+��

��,-� �����/�  
� ��� ��)+��� �����	��

���	�

L = Ω+ ω + v � )
� ω �	,
v
�����

�	��

���	��, � ��� �����	, ���
�	%��	��,����  
�-

� %��	��, �
� ���	����
���� �	,����  
��)+%   � � �!�/�  
� � � ���	� , �/�	%#"$� �	�� %" � �	���
�&� )+� �$' � �
��� ������� ���  
� �/)+� ������� )+�(" ��,�� ��)+�����	���)�����)� ����, �  +��������� �$*,+ )+��, �.-#) � � � ��� �
� � ��)/�  
��,��  +� ��� %��	����� �	��� �  	� � ���/�
�� 
,-� )+� � ��)+� � ��)+� �#�	���
�	� )+� � ������� ��� �	� �  
� �0�� �	����,��$*21 )+� �*��,-��� � �/�	��)+� � �  
�* 
����� �	� � �0� �*, �	��%����  
�-

��%��	��,
���3�� 
, ��, � ���3�/�  
� ��� ��)+� � �����	��

� �	�

α = ω + v
*
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øPì3æqí3ä$ç�ï�èmé�è>ähç�æ ��ç1îhñ>ì3æXç�ähç�í7ä$å�ðFñ|îhç�é�ì7æZï�å^ðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ì�, 5 2��$ä$çJéqæ3ô ê3í7ë<è>ë9ìsæ<ä$å�æqñ>îÔõ�ähë9ò�ì
æ9åFè.�±îhç�é�ì U

ψj (xj(tf )) =

















aj(tf )− aj,f
ex,j(tf )− ex,j,f
ey,j(tf )− ey,j,f

hx,j(tf )
2 + hy,j(tf )

2 − tan2
(

ij,f
2

)

















, (j = 1, . . . , n) ,
,XR�2

ä�8
aj,f , ex,j,f , ey,j,f

ì@é
ij,f , (j = 1, . . . , n) ,

æ9ä$ç�ésï�ì3æsí3ä$ç�æ<é�îhçJé9ì7æ3÷�ãbä$å�æ �
&jähç�æsï�ä$çFí��Cð}ä$åFë
íÑü1îhýJå�ì
æ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì@�}ñ/ì7æa�±îhñ/ì7å�ë<æ �1ç1î±ñ>ì7æKä$æ<í7å�ñ>î±é�ë<è>í7ì3æKï�å�ï�ì7ò�è�� � ë9îhç�ï î(&Fì@�Õï�ìÔñÈôºì�&jí3ì7ç�é�ë9è/í7èmé�ê���ì@é
ï�ìÔñ>î(ýJå1î±çJé9è/é�ê
ω +Ω = L− v ÷�cbì�ò < òóì@��ñ>î �±îhñ/ì7å�ëgï�ìsñ�ô è/ç�í7ñ/è/ç1î±è/æ9ähç � t = tf

ì7æûéqæ9ð}ê7í3è.�1ê3ì��Üñ�ô îhè/ï�ìKï�ìsñ|î�ï�ì7ë<ç�è>ú3ë9ì
í7ä$ò�ð}ä$æ9îhçJé9ì�ï�ì

ψj (xj(tf ))
ï1îhç�æ , R�2 , �$ähè>ëNñ/ì7ægì'&jð�ë9ì3æ9æ9è/ä$ç�æ4,�6 2kï�ì

hx,j
ì3é
hy,j

2@÷ : ì3é9é9ì �±îhñ/ì7å�ëNì7æûéXì7ç
õlîhè/é¾í3ä$ò�òÜåFç�ìZîhå%&ÜýJå1î±é9ë9ìXæ9î±é�ì3ñ>ñ/è/é9ì7æHï1îhç�æUç�ähé�ë<ìZíÐîhæ�U

ij,f = if , (j = 1, . . . , n) ,
ä�8

if
ì3æ<ékê � îhñ/ì7ò�ì7çJé

å�ç�ìsí7ä$çFæ<éÑîhç�é�ì±÷
"eç�é�ê3ë9ì7æ<æ9ä$çFæKçFä$å�æXò(î±è>çJé9ì7ç1î±çJé/�Üñ|îÜí3ä$ç�é�ë�î±è>çJé9ìsîhï�ï�èmé�è/ä$ç�ç�ì3ñ>ñmì

φ
�1ì'&jð�ñ>è/í7èmé�ì7ò�ì7ç�éZï�ê���ç�è>ìsð1îhë U

φ (x1(tf ), . . . , xn(tf )) =









φ1 (x1(tf ), x2(tf ))÷÷÷
φn−1 (xn−1(tf ), xn(tf ))









.
,XV 2

c�îhç�æ ,XV 2'��íÑü1îhýJå�ì
φj, (j = 1, . . . , n− 1) , ì3æ<éoîhæ9æ9äní3è>êW�Zå�ç í3ä$å�ð�ñ/ìQï�ìQæ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ {Sj, Sj+1} ì@é�ð}ì7ë<òóì@éï�ìkæ<ð}ê7í7è$�1ì3ë �A�Xñ|îZï�î±é�ìQ�1ç1îhñ/ì

tf
��ì3é�ð}ä$å�ë�ñ>ìUí7ähå�ð�ñ>ìQí3ä$ë9ë<ì7æ<ð�ähç�ï1îhç�ém��ñ|î �±îhñ>ì3å�ë�ï�ì3æ�ê7íÐî±ë<é�æ�ì3çJé9ë9ìkí3ì7ë<é�îhè>çFæ

ð1îhë9îhòóú@é�ë<ì7æXähë9ù�èméÑîhå%&�÷QEQñ/å�æXð�ë<ê7í3è>æ9ê3òóì3çJé �1ð}ä$å�ë
j = 1, . . . , n− 1 U

φj (xj(tf ), xj+1(tf )) =











hx,j(tf )hx,j+1(tf ) + hy,j(tf )hy,j+1(tf )− tan2
(

if
2

)

cos (δΩj,f )

hx,j(tf )hy,j+1(tf ) + hy,j(tf )hx,j+1(tf )− tan2
(

if
2

)

sin (δΩj,f )

tan
(

Lj+1(tf )−Lj(tf )

2

)

− tan
(

δ Lj,f

2

)











,
, 9�2

ä�8
δΩj,f

ì7æ<éXåFç�ì
í7ähç�æ<é�îhçJé9ì
ë9ì7ðFë9ê7æ<ì7ç�éÑîhç�éqñÈôºê7í7îhë<égì7ç�é�ë9ì�ñ>ì7æZî±æ9í7ì3ç�æ9è/ä$ç�æZï�ë<ä$è/é9ì7ægïFåöç�+så�ï�î±æ9í7ì3ç�ï1îhç�é
ï�ì

Sj
ì3é
Sj+1

�
t = tf

÷f)Uç�ì�>�ì3é ��ñ/ä$ë9æ<ýnåFì�ñ|î*ë9ì7ñ>î±é�è/ä$ç
φj (xj(tf ), xj+1(tf )) = 0

ì3æ<é æ9î±é�è/æ<õlîhèmé�ì��Õñ>ì3æ
ï�ì7å�&Bð�ë<ì7ò�è>ú3ë9ì7æ ê3ýnå�î±é�è/ä$ç�æ�è/ò�ð�ñ>èmýJå�ì7ç�é ýnåFì

Ωj+1(tf ) − Ωj(tf ) = δΩj,f .
Eoähå�ë�æ3ô ì3ç ð}ì7ë<æ9å1îhïFì7ë �oñ>ì

ñ>ì3í3é�ì3å�ëXð}ä$åFë9ë�îÜæ9ìsë9ê3õ�ê3ë9ì3ëqï�ìsç�ähå
�$ìÐî±å �:,�6 2@÷
j �213�Q�abO$K� (	� (�� � ���	� " �  
, ����� ��,����

Sj
�	,
Sj+1, j ∈ {1, . . . , n− 1} �

�/)+��, �  
� � ��� %��	%�� � �� 
���

t = tf �
��)+� �  
� � )+� ���	���  
��, � �	� � � �	�

δΩj,f = 0
*

cbì�õlî��7ähçÛæ9è/òóè/ñ>î±è/ë<ì��añ>îBí7ähç�æ<é�îhçJé9ì
δ Lj,f

ï�îhç�æ , 9�2óì7æûé�åFé�è/ñ>è/æ<ê7ì ð}ähå�ë�æ9ð}ê3í7è.��ì7ëöñÈôºê3íÐîhëûéöï�ì�ñ>ähç%�
� è/é9å�ï�ì �në�îhè/ì�îhå-é9ì7ò�ð�æ �1ç1îhñ-�¾ì7ç�é�ë<ì Sj ì3é Sj+1 ÷Qãbä±é�ä$ç�æ�ýJå�ì�ñ|î í7ä$ò�ð}ä$æ9îhçJé9ìöí7ä$ë<ë9ì7æ<ð}ä$ç�ï1î±çJé�ì�ï�ì
φj (xj(tf ), xj+1(tf ))

åFé9è>ñ/è/æ9ì*ñ|î�éÑî±ç � ì3çJé�ìöïFì�ñ�ô îhç � ñ/ì*ò�ä$è/é9è/êh÷ : ì3é<é�ìöõ�ähë9òÔå�ñ>î±é9è/ähç ì7æûéóê3ýJå�è.�×îhñ>ì3çJé�ì �
Lj+1(tf )− Lj(tf ) = δ Lj,f [2π]

÷

s.tvu	w*xzyz{v|�}~tvxz��xz��y�|�����|��i�?u�{v}~|����M}~�	}=�?u���x���|��	t���xd�	�z����|�}~x��Mx��	{��B���	��x��l|�t	�Mu�{v}D|����	xd�*u�{vxz����}�{vxz���
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Snä$å�ñ/è � ç�ähç�æ
ì7ç
��ç�ýJå�ìóñ>îöí3ä$ç�é�ë�îhè/çJé9ì φ (·) = 0
è>ç�é�ë9änïFå�è/ésîhå�æ9ì7è/ç�ï�ì , 5 2�å�ç�í7ä$åFð�ñ|î � ì�ì7ç�é�ë9ì�ñ>ì3æ

�±îhë<è|îhùFñ>ì7æsïCô ê@éÑî±é�ï�å�ð�ë9ähù�ñ>ú3òóì±÷%EHîhë í3ä$ç�æ9ê3ýJå�ì7çJé �Hè>ñQçCôºì7æûéÔð1îhæ ð}ä$æ9æ<è>ù�ñ/ìóïFìóé�ë9îhè/é9ì7ësí7ì(ðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ì�ï�ì
ï�ê7ðFñ>ä$è/ì7ò�ì7ç�é �

n
æ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì3æHí7ä$ò�òóìNñ|î T<å%&néÑî±ð�ähæ9è/é9è>ähçÜïFì

n
ðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ì7æ¾ï�ìZë9ì3ç�ï�ì$=��X�$ä$å�ækè/ç�ï�ê3ð�ì3ç�ï1î±çJé�æ3÷

�	��� � 
"� � ��� ��&�� 
���� � � �"��&������ ��� �	� 
�
���� ��� ��


ãqä$å�æ�ç�ä$å�æ�ð�ë<ä$ð}ä$æ<ä$ç�æ�è>í3è�ïÕô îhðFð�ñ>è/ýJå�ì7ëPñ>ì�EUë<è>ç�í3è>ð}ìQïFå \ îA&jè>òÔåFòuïFì�Eoä$ç�é�ëE��î � è>ç ,XE \ E 2 /=<%�aR%�i6B;10-�
ýJå�èZçFä$å�æÜï�ä$ç�çFìöñ/ì7æÜí3ä$ç�ï�èmé�è/ä$ç�æ�ïCô ähðFé�è/ò(îhñmèmé9ê(ï�å-ð�ë9ähù�ñ>ú3òóì , 5 2�÷�Eoä$å�ëÜí3ì�õlîhè/ë9ì@�Hí3ä$ò�òóì3ç �7ähç�æÜð1îhë
ï�ê���ç�è>ëZå�ç�í7ì7ëûéÑîhè/ç�çFä$òÔù�ë9ì
ï�ìsç�ä±éÑî±é9è>ä$ç�æ3÷

�Xì � ë9ä$åFð�ähç�æZé9ä$åFéXïÕô îhù}ähë9ï�ñ�ôºì7ç�æ<ì7òÔù�ñ>ì�ï�ì3æ/�×îhë9è>îhù�ñ/ì7ægïCôºê3é�î±éqï�îhç�æXå�ç �$ì7í@é�ì7åFëqïCô ê@éÑî±é � ñ/ä$ù1îhñ y(t) �ï�ìÜï�è/òóì3ç�æ9è/ä$ç
7n
÷ )Uçzç�ähéÑî±çJé

pxj
(t)

ì@é
pmj

(t)
ñ/ì7æ�ê3é�î±é�æsîhï�T<ä$è>ç�é�æKë9ì7æ<ð}ì7í@é�è.�$ì3òóì3çJé î±æ9æ9äní3è>ê3æ �

xj(t)ì3é
mj(t), (j = 1, . . . , n)

�Jï�ê���ç�è>æ<æ9ä$ç�æaï�ìbòóîhç�è/ú7ë9ìZæ9è>ò�è/ñ>î±è/ë<ìXñ/ì/�$ì3í3é9ì7å�ëNê@éÑî±éNîhï�T<ä$è>ç�ém�
py(t)

�Jï�ìbò < ò�ì
ï�è>ò�ì7çFæ9è>ähç�ýJå�ì

y(t)
÷ )Qç%�1ç �Pë�îhæ<æ9ì7òÔùFñ>ä$ç�æ
ê � îhñ>ì3ò�ì7çJé
ñ>ì3æ
ï�è >�ê7ë<ì7ç�é�ì7æsí7ähòóòóîhç�ïFì7æ
ï1îhçFæså�ç �$ì7í@é�ì3å�ë

u(t)
��ï�ì
éÑîhè/ñ>ñmì

3n
÷�ãqä$å�æqî��$ä$çFæ U

y(t) =

























x1(t)÷÷÷
xn(t)

m1(t)÷÷÷
mn(t)

























, py(t) =

























px1
(t)÷÷÷

pxn
(t)

pm1
(t)÷÷÷

pmn
(t)

























, u(t) =









u1(t)÷÷÷
un(t)









.

81ä$ë9ò�ä$ç�æ �(ð�ë<ê7æ9ì3çJésñ�ô 
 îhò�è/ñmé9ä$ç�èmì7ç�ï�å ð�ë9ä$ùFñ>ú7ò�ì , 5 2�÷ cKå õlîhèméKï�ìÔñ�ô è/ç�ï�ê7ð}ì3ç�ï1î±ç�í7ìÔï�ì3æ
ï
�nç1î±òóè/ýnåFì7æ
ï�ì7ækæ9î±é�ì3ñ>ñ/è/é9ì7æ¾ýnåFìbçFä$å�ækò�ì3çJé�è/ä$ç�ç�è/ä$ç�æUîhå�ð1î±ë�î � ë9îhð�ü�ìZð�ë9ê3í7ê3ï�ì7ç�ém�nì@éaïFìqñÈô îhù�æ<ì7ç�í3ìqï�ìZé�ì7ë<òóìZè>ç�é�ê � ë�îhñ
ï1îhç�æXñ>ì�í7ë9èmé�ú3ë9ì���í7ì@é 
 îhò�è>ñmé9ä$ç�èmì7ç�æ7ôºê7í3ë9èmé U

H(y(t), u(t), p(t)) =
n
∑

j=1

Hj(xj(t),mj(t), uj(t), pxj
(t), pmj

(t)),

î��$ì3í���ð}ähå�ëZé9ä$åFé
j = 1, . . . , n

U

Hj(xj(t),mj(t), uj(t), pxj
(t), pmj

(t)) = pxj
(t)T

[

f (xj(t)) + Fmax g (xj(t))
uj(t)

mj(t)

]

+ pmj
(t)T

[

−Fmax
‖uj(t)‖
g0 Isp

]

,
,X; 2

ä�8�ï1î±ç�æXé9ä$åFé9ìsñ|îÔæ9å�èmé�ì
ñÈôºì�&jð}ä$æ�î±çJé T ï�ê3æ9è � ç�ìsñÈôºä$ð}ê7ë9î±é�ì3å�ëZï�ì
é�ë9îhç�æ9ð}ähæ9è/é9è>ä$çÕ÷
ø�îqòóè/ç�è/ò�èmæ�î±é9è/ä$ç��

t
�
&jêNï�ìañÈô 
 î±òóè/ñ é�ähç�è/ì3ç

H
ð1îhëoë9îhð�ð}ä$ëûé �

u(t)
ì7æ<é¾îhñ>ähë9æ�ê3ýnåFè.�±î±ñ>ì7ç�é�ì �bñ>îqò�è>ç�è��

òóè/æ�î±é9è/ä$ç�ïFìQíÑü1î±ýnåFìQé9ì7ë<òóì
Hj(xj(t),mj(t), uj(t), pxj

(t), pmj
(t))

ð1îhëCë�îhðFð}ä$ë<éf�
uj(t) (j = 1, · · · , n)

÷
øPì7æbí3ä$òóòóîhçFï�ì7æXä$ðFé�è/òóîhñ/ì3æ

u∗j (j = 1, . . . , n)
æ9ä$ç�éKïFä$ç�í�þÿè/ç�ï�ê7ð}ì3ç�ï1îhç�é�ì3æC��ïCôºå�ç�æ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì ��ñÈô îhåFé9ë9ìh÷

s.tvu	w*xzyz{v|�}~tvxz��xz��y�|�����|��i�?u�{v}~|����M}~�	}=�?u���x���|��	t���xd�	�z����|�}~x��Mx��	{��B���	��x��l|�t	�Mu�{v}D|����	xd�*u�{vxz����}�{vxz���
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c�îhç�ægñ>î æ9åFè/é�ì@�
j ∈ {1, . . . , n} ì3æ<é �
&jê±÷Qc�ô î±ð�ë9ú3æ /D<
�QR��!6B;10-�jñ|î í3ä$ò�ò(îhçFï�ìbä$ðFé9è>òóîhñ/ìqð}ähå�ëNñ>ìbæ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì

Sj
ì7æûébï�ähç�ç�ê7ìsð1îhë U

u∗j(t) = argmin
‖w‖≤1

[

−pmj
(t)

g0Isp
‖w‖+ pxj

(t)Tg(xj(t))
w

mj(t)

]

, t ∈ [t0, t1],

í7ìóýnåFèaí3ä$ç�ï�åFè/é �^å�çFì(í3ä$òóòóîhç�ïFì�ä$ðFé9è>òóîhñ/ì þÿù1î±ç � �eä >S��ù1îhç � �Ñ÷ )UçBì	>�ì3ém��æ9è g(xj(t))Tpxj
(t) 6= 03,1

�
ç�ä$å�æXð}ä$å
�$ähç�æqåFé9è>ñ>èmæ9ì7ëgñ�ô è/ç�ê � îhñ/èmé9ê�ï�ì : îhåFí�ü �i��S��gî±ë<é =�U

−pmj
(t)

g0Isp
‖w‖+ pxj

(t)Tg(xj(t))
w

mj(t)
≥ −

(‖g(xj(t))Tpxj
(t)‖

mj(t)
+
pmj

(t)

g0Isp

)

‖w‖, ∀w | ‖w‖ ≤ 1,

ñÈôºê � î±ñ>èmé9êHê@éÑîhç�é�æ�î±é9è>æûõlîhè/é9ìHýnå�îhç�ï�ñ/ì �$ì7í@é�ì7åFëf��ì7æ<é�í7ähñ>è>çFêÐîhè/ë9ìoì3é�ï�ìUæ<ì7ç�æ�ä$ð�ð}ähæ9êkî±å �$ì7í@é�ì3å�ë g(xj(t))Tpxj
(t)
÷

�Kè/ç�æ9è-��æ<è
ρj(t)

ïFê7æ9è � ç�ìsñ>îÔõ�ä$çFí3é�è/ä$çöï�ìKþeí7ä$ò�òÔåFéÑî×é�è/ähç%� �jï�ê���ç�è>ìsð1î±ë�U

ρj(t) = Fmax

(‖g(xj(t))Tpxj
(t)‖

mj(t)
+
pmj

(t)

g0Isp

)

,
,X] 2

ñ|îÔí7ä$ò�òóîhç�ï�ì�ä$ðFé�è/ò(î±ñ/ì�æ<ä$ñ>åjé�è>ähç�æ�î±é9è>æ<õlî±è/égñ>ì7æZë9ì3ñ|î±é9è>ä$çFæZæ<å�è.�×îhçJé9ì7æ�U
� æ<è g(xj(t))Tpxj

(t) 6= 03,1
�
u∗j(t)

ì7æ<éqï�ä$ç�çFê�ð1î±ë�U

u∗j(t) = −βj(t)
g(xj(t))

Tpxj
(t)

‖g(xj(t))Tpxj
(t)‖ ,

ä�8
βj(t)

�1ýJå�èPì3æ<ébñ>îÜçFä$ë9ò�ì
ï�ì
u∗j(t)

ì3æ<éqï�ê���ç�è�ð1î±ë�U

βj(t) =















0
æ9è
ρj(t) < 0,

1
æ9è
ρj(t) > 0,

w ∈ [0, 1] æ<è
ρj(t) = 0,

,�6�A 2

� æ<è g(xj(t))Tpxj
(t) = 03,1

�
u∗j(t)

ï�ä$è/éZæ9è/òóðFñ>ì7ò�ì3çJé �$ê3ë9è$�1ì7ë�U

‖u∗j(t)‖ = βj(t).

j �213�Q�abO$K� (	� � 
  �� � ���/�	����� �  
� � ����� �
� -  ��	,��	���
Fmax

���	, ����� , ��� � ��)+��� �� ����� ����, � )+� ���
βj(t)

�  
� � ���
	�� *
� � ��� �	,*������� ��� �	� ������� ���	� � ' � ���
� �	��

�������
ρj(t)

*�� � ���	� �  
��, � ��� ����)+� " ��)+� � ���	��%��	,
���&��)+� �/�	� �
�	� �����&��)����	� �	�����  �
����� ���(��)+,  
, � )+� �(� , ��� � � ����� �  
� � �� �  
��,-� ��� *

� íÑü1îhýJå�ìZè>ç�æûéÑîhç�ém�±ñ|îbï�è>ë<ì7í@é�è/ä$çÔï�ìgð}ä$å�æ<æ9ê7ìZð}ä$å�ë
Sj (j = 1, . . . , n)

æ9ì3ë�î�ï�ä$ç�ígï�ä$çFç�ê7ìZð1î±ë¾ñ>ì��$ì3í3é9ì7å�ë
−g(xj(t))Tpxj

(t)
,læ�î±åFõFï1îhçFæ�ñ/ìUí7îhæ�ð1îhëûé�è/í7å�ñ/è>ì3ëÕä�8

g(xj(t))
Tpxj

(t) = 03,1
2'�Ðì3é�ñ/ìUæ9è � ç�ìUï�ìQñ>îkþeõ�ä$çFí3é�è/ä$ç

ï�ì*í3ä$ò�òÔåFéÑî±é9è/ä$ç%��ïFê3é�ì3ë9ò�è>ç�ì3ë�î^æ9èañ|î^ð}ähå�æ9æ<ê7ì�ï�ä$èmé < é9ë9ì(ò(îA&jè/ò(î±ñ/ì�ähå çJå�ñ/ñ>ìh÷�ø�î�ë9ì3ñ|î±é9è>ä$ç ,�6BA 2sì7ç

s.tvu	w*xzyz{v|�}~tvxz��xz��y�|�����|��i�?u�{v}~|����M}~�	}=�?u���x���|��	t���xd�	�z����|�}~x��Mx��	{��B���	��x��l|�t	�Mu�{v}D|����	xd�*u�{vxz����}�{vxz���
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ì�>�ì3éXé�ë9îhï�å�èméZñ>ì
í7îhë�î±í3é�ú3ë9ìKþsù1î±ç � �eä >S��ù1îhç � �bä$å*þ�é�ä$åFéZä$å�ë<è>ì3ç%��ï�ìsñ|îÔí7ä$ò�òóîhç�ï�ì±÷!"eñÕõlîhå�ï�ë9î#�$ê7ë9è$�1ì7ë��
ñ>ä$ë<æ�ïFì�ñ>î^ë9ê7æ<ä$ñ/åFé�è/ä$ç�çnå�ò�ê7ë<è>ýJå�ì@�HýJå�ì

g(xj(t))
Tpxj

(t)
ç�ì*æ3ô î±ç�çnå�ñ/ì*ýJåCôºì7ç-ï�ì3æÜè>çFæ<éÑî±çJé�æ�è>æ<ä$ñ>ê3æ7÷oø�î

í7ä$ò�òóîhç�ï�ì�æ9ì7ë9îóî±ñ>ä$ë<ægé9ä$åaT<ä$å�ë<æXï�ê��1ç�è/ì��1íhôºì3æ<é ��ï�è/ë9ì
ýJåCôºè>ñCçCô[�öîhå�ë�îÜð1îhæXïCô îhë<ísæ9è/ç � å�ñ/è>ì3ë /D<
��R 0È÷
øPìÜæC�jæûé�ú3òóì�ï�è7>Õê3ë9ì7ç�é�è/ì7ñHï�ähç�ç1îhç�ésñÈôºê��$ä$ñ/åFé�è/ä$ç�î±åzí7ä$åFë9æsïFåzé9ì7ò�ð�æ
ï�ìÜñÈôºê3é�î±ésîhïaT<ähè>ç�é

py(·)
ïCôºå�ç�ì

ð1îhëûém�kì3é(ñ>ì3æ(í3ä$ç�ïFè/é�è/ä$ç�æ�ï�ì^é9ë�îhçFæE�$ì7ë<æ�îhñ/è/é9ê^ì7ç
tf
ë9ì3ñ>è|î±çJé

py(tf )
�
tf
ì@é
y(tf )

ïÕô îhåjé�ë9ì^ð1îhë<é �kæ9ä$ç�é
ä$ùFé9ì7çnåFæÔì7ç îhð�ðFñ>è/ýnå�îhçJé ñ>ì E \ E /D<
� R%��6B;10�÷ : ì7æÔí3ä$ç�ï�èmé�è/ä$ç�æ�ï�ìóé�ë9îhç�æE�$ì3ë9æ9îhñ>èmé�ê���çFä$çBï�ê@éÑîhè/ñ>ñ/ê3ì7æ è/í7è-�
í7ä$çFæ<é�èmé�å�ì3çJé�ñ|îÔþ������"+�� �����  "( � � �%� ��çFähé�ê3ì

Φ(·) ï�ä$çJéKñÈôºè>ç�í3ä$ç�çJå�ì ì7æ<é�ñ>ì �$ì3í3é�ì3å�ë z = py(t0)
÷S"eñ�õlîhåFé

îhñ>ähë9æ�� !�� ��(  � ( ( � ���;������� () �� !�� ( ����������� ýnåFìóç�ä$å�æ�ê7í3ë9è$�$ä$ç�æ�æ9ä$å�æ�ñ|î*õ�ä$ë9ò�ì
Φ(z) = 0

÷�ãbä$åFæ
åFé�è/ñ>è/æ<ä$ç�æ ð}ähå�ë�í7ì3ñ|î�åFç�ì*è>ò�ð�ñ/ê3ò�ì7çJé�î±é�èmä$ç�ï�ê3ë9è$�$ê7ì*ï�ì(ñ|î^ò�ê@é�ü�änï�ì(ü �jùFë9è>ïFì*ïFì Eoä(�aì7ñ/ñ /76B]10-�oýnåFèNæ9ì
í7ä$ò�ð}ä$ëûé�ì
ñ>äní7îhñ>ì3ò�ì7ç�éZí7ä$ò�ò�ì
å�çFì�ò�ê3é9ü�änï�ìsï�ì�ãqì��Zé�ähçC÷
j �213�Q�abO$K� (	� ' 
 ���*��)+� �
��, � )+� ����� , �  
� ���
�	� �  � ��, � ���  	� � � � ' ���	��, �	�

tf �
 � )+� ��' � � � � �
���	,��	��� ������)+�����

z
��)+��,-� �	��, ����� ��)+� �
��,-� )+� � ������,-�  � ���$* �!� ���	, ��)+� � ' ��)+�2� � � ��) "$�	�	%�� � � ���/)+� �
� �*���	,	' �  � � ������� ��
K�  /213�

"��
� G`��� �� �0�2
��Q$Kp "%�2$#p -d��$  � )+� +���)
� �*)+����,�� )+��� �  
��.��  � � � � � ) "$� �	% � + ����� � � �	�! 
��
 �� 
� �$*

�	��� � ������� � � �"��&�� ������� � � � !��

øUôºê��×îhñ>å1î×é�è>ähç�ï�ì�ñ>î(õ�ä$ç�í@é�è/ä$ç�ï�ìÜé�è/ë
Φ(·) ë9ì3ýJå�è>ì3ë<ésñÈôºè>ç�é�ê � ë�î±é9è/ä$ç çJå�ò�ê7ë9è/ýJå�ìÜïCô åFç�æE�næ<é9ú7ò�ì�ï�è7>Õê'�ë9ì3çJé�è/ì7ñ �

14n
ê7ýJå1î±é9è>ä$çFæ �1ï
�nç1î±òóè/ýJå�ìsï�ì3æqê3é�î±é�æqî±ïaT<ä$è>ç�é�ægè>ç�í3ñ>å�æ<ìh÷�EHîhëZæ9å�èmé�ì���ñ|îÔë9ì3í�üFì7ë9íÑü�ì ïFì7æ
=3ê7ë9ähæ

ï�ìbí3ì3é<é�ìqõ�ä$ç�í@é�è/ä$ç�ð1îhëkñ>îsòóê@é�ü�änïFìqï�ì Eoä��Nì7ñ/ñ�ç�ê3í7ì7æ<æ9è/é9ìKå�çóç�ä$òÔù�ë<ìqè>ò�ð}ä$ëûéÑîhç�éQï�ìXé�ì7ñ/ñ>ì3ækê��±îhñ/å1î±é9è>ä$ç�æ
ì3éNå�ç�ìKðFë9ê7í3è>æ<è>ä$çóçnå�ò�ê7ë<è>ýJå�ìbè>ò�ð}ä$ëûéÑîhç�é�ì±÷i"eñ}ì3æ<égï�ähç�íKì3æ9æ9ì3çJé9è>ì3ñÕð}ä$åFëNñ>î�í7ähçi�$ì3ë � ì3ç�í7ì�ï�ìKñ>î�òóê@é�ü�änïFì
ïCôºè>çJé9ê � ë<ì7ë�ñ>ìQæE�næ<é�ú3ò�ìgï%�jç�îhò�è>ýJå�ìaïFìNòóîhç�è/ú7ë<ì��qñ|îZõ�ä$è/æ�ð�ë<ê7í3è>æ9ìaì3éoë�îhð�è/ï�ìh÷�cKì7å%&�ðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ì7æ�æ<ìNð}ä$æ<ì7ç�é
îhñ>ähë9æ7÷L)QçóðFë9ì7ò�è>ì3ëUñ>è/ì7å �hñ|î
ç�î±é�å�ë<ìgþeù1îhç � �eä?> �eù1î±ç � �Nï�ì3ækí7ä$ò�ò(î±ç�ï�ì7æ u∗j(t) (j = 1, . . . , n) , ï�ä$ç�çFìbîhåæ9ì3í7ä$ç�ïzò�ì7òÔù�ë<ì�ï�å�æE�næ<é9ú7ò�ìÜå�ç�íÐî±ë�îhí@é�ú7ë<ìÜïFè>æ9í3ä$ç�é�è>çJåC÷Õø�î(òóê@é�ü�änïFìÔï�ì �Xå�ç � ì'��-
åFé9é�î(ïCôºä$ë9ï�ë<ì 8 �ð1îhæqîhï�îhðFéÑî×é�è/õ /=910PýnåFì�ç�ä$å�æXåFé9è>ñ>èmæ9ä$çFæZð}ì3è>ç�ì�î±ñ>ä$ë<æ/�Üæ�î±é9è>æ<õlî±è>ë9ì�ñ>îÜðFë9ê7í3è>æ<è>ä$çöï�ì3ò(î±ç�ï�ê7ì±÷
)Uç�æ<å�è/é9ì���ñÈôºè/ç
�1å�ì3ç�í7ì
ïFå

J2
è/ç�ï�å�èmégï�ì7æXï�è$	�í7å�ñmé�ê3æZçnåFòóê3ë9è>ýJå�ì3æ7÷�)Uç�ì	>Õì@éqñ>îÔðFë9ê7æ<ì7ç�í3ì�ï�ì
í7ì
é9ì7ë<òóì

í7ä$çFï�å�è/é ��ï�ì7æ�ähæ9í7è/ñ>ñ>î±é9è/ähç�æóï�ì�õlîhè>ùFñ>ì�î±òóð�ñ/èmé�åFï�ì^ì3é�ï�ì í7ähå�ë<é9ì�ð}ê3ë9è/änï�ì æ<å�ë�í3ì7ëûéÑîhè/ç�æ*ð1î±ë�îhò�ú3é9ë9ì7æ
ä$æ9í3å�ñ|î×é�ì7åFë9æ ��í7ìsýnåFèPí7ä$çFï�å�è/éXì3ç^ðFë�î±é9è>ýJå�ì ��ïFì7æXð1îhæXïCôºè>ç�é�ê � ë�î±é9è>ä$ç(õlîhè/ù�ñ>ì3æ �Fì3éXð1îhëZí7ähç�æ9ê3ýnåFì7çJé �Üï�ì3æ
é�ì3òóð�æ�ï�ì*í7îhñ>í3å�ñaè>ò�ð}ä$ëûéÑîhç�é�æ�ì7ç ë�î±è>æ9ähçBïCôºå�ç ç�ä$òÔù�ë<ì(ð}ähé�ì3çJé9è>ì3ñ>ñ>ì3ò�ì7ç�é�ê3ñ>ì��$ê*ï�ì*ë9ê��$ä$ñ>åjé�è>ähç�æ7÷ : ì3é
îhæ9ð}ì3í3ébñ/è>ò�è é�ìKç�ähé�îhòóò�ì7ç�ém�Fð}ä$åFëXñ>ì3æXð�ë<ä$ù�ñ/ú7ò�ì7æXøf)W+ ��ñ|îÔï�å�ë9ê3ì�ï�ìsï�ê3ð�ñ>ä$è/ì7ò�ì7ç�éZì7çi�nè/æ�î � ìÐîhù�ñ/ìh÷

�båÜï�ì3ñ �KïFì7æQî±æ9ð}ì7í@é�æUçJå�ò�ê7ë9è/ýJå�ì7æ¾í3ä$ç�í3ì7ë9ç�îhçJéUñÈôºè>ç�é�ê � ë�î±é9è/ä$ç ï�åÜæC�næ<é�ú3òóì@�$ñ/ìNð�ë<ä$ù�ñ>ú3òóìaòóî�T<ì7å�ëoýnåFì
ç�ä$å�æKë9ì7çFí7ä$ç�é�ë<ä$ç�æ�ì7æ<é�í7ì3ñ>å�èoï�å ç�ä$ç ë9ì3æ9ð}ì7í@ésï�ì3æ
ü �nð}ähé�ü�ú3æ9ì3æså�æ9åFì7ñ>ñ/ì7æKï�ì�ë9ê � å�ñ|î±ë9è/é9ê�ï�ìÔñ>î�õ�ä$ç�í@é�è>ähç
Φ(·) �1ýJå�è � îhë9îhçJé9è>æ<æ9ì7ç�éqç�ä$ë<ò(îhñ/ì7ò�ì3çJéXñ>îÜí7ä$ç �$ì7ë � ì7çFí7ì�ï�ì�ñ�ô îhñ � ähë9è é�ü�ò�ì
ï�ì E�ä(�Nì3ñ>ñ �$ì7ë<æbå�ç�ì�æ9ähñ>åFé9è>ä$çï�ì
Φ(z) = 0

÷@)QçÔð�îhë<é9è>í7åFñ>è/ì7ë���ñ|îZõ�ä$ç�í3é9è>ä$ç ï�ìké�è/ë�çCôºì7æ<é¾ð�îhæHí3ä$çJé9è>ç��Fòóì3çJéoï�è >�ê3ë9ì7ç�é�è>îhù�ñ>ìQì@é¾ñ>îqð�ë<ä$ð�ë9è/ê3é9ê
ïCôºè>çi�hì7ë9æ<è>ù�è/ñ>èmé9êXï�ìbñ|î �$îhí7ähù�è>ì3ç�ç�ìbï�ìbñ|îsõ�ähç�í3é9è>ä$ç(î±å �$ä$è>æ<è>ç1î � ìqïÕô å�çFìKæ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç�çCôºì7æ<égð�îhæW�$ê7ë9è$�1ê7ì±÷ EHî±ë
í7ä$çFæ9ê7ýJå�ì3çJéKñ/ì
ð�ë<ä$ù�ñ/ú7ò�ì
çFìsð}ì7åFé < é�ë<ì
é�ë9îhè/é9ê�æ�îhç�æXñ�ô è/çJé�ë<änï�å�í@é�è/ä$ç*ïCôºå�ç�ì
é�ì7íÑü�ç�è/ýJå�ì�æ<ð}ê7í3è.�1ýJå�ì@��é9ì7ñ/ñ>ì
ýJå�ì�ñ|îÔò�ê3é�üFänï�ìsï�ìKþÿí3ä$çJé9è>çJå1î±é9è>ä$ç��eñmè/æ<æ�î � ì�� /76$0È÷

s.tvu	w*xzyz{v|�}~tvxz��xz��y�|�����|��i�?u�{v}~|����M}~�	}=�?u���x���|��	t���xd�	�z����|�}~x��Mx��	{��B���	��x��l|�t	�Mu�{v}D|����	xd�*u�{vxz����}�{vxz���
© �M�������7������ Q�`¡Z¢M£%¤�¥�¥�¦
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øPì�ð�ë<è>ç�í3è>ð}ìÜåjé�è>ñ/è/æ9ê / 6@0Qí3ä$ç�æ<è>æ<é9ì ��ë9ê3æ9ä$å�ïFë9ì�å�ç�ì�æ9åFí7í7ì3æ9æ9è>ä$ç�ï�ì�ð�ë<ä$ù�ñ/ú7ò�ì7æ
ï�ì�í7ä$ò�òóîhç�ï�ìÜähðFé�è��
ò(î±ñ>ìóîhå%&jè/ñ>è>îhèmë9ì3æ ��ï�ä$ç�éÔñ>ì7æ æ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç�æ í3ä$ç �$ì7ë � ì7çJé#�$ì3ë9æÔå�ç�ì*æ<ä$ñ>åjé�è>ähç�ñ/äníÐîhñ/ì�ï�å ðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ìóä$ë<è � è/ç1î±ñ�÷
øUô îm�±îhç�éÑî � ìöð�ë9è/ç�í7è/ð1îhñgï�ì^í3ì3é<é�ì�îhðFð�ë9äníÑü�ì^ë<ê7æ9è/ï�ì�ï1îhç�æ�ñ>ì�õlîhèmé�ýnåFì^í7ì7æóð�ë<ä$ù�ñ/ú7ò�ì7æ�îhï�ò�ì3é<é�ì7ç�éóï�ì3æ
í7ä$ò�òóîhç�ï�ìÜähðFé�è/ò(îhñmì7æ�ñ>è/æ9æ9ì3æ �PýJå�èUí7ähçFõ�ú7ë<ì7çJé îhå%&�õ�ä$ç�í@é�è/ä$ç�æ
ï�ì�é9è>ësî±æ9æ9äní3è>ê3ì7æ�ñ>ì3æsù}ä$ç�çFì7æ�ð�ë9ähð�ë9è/ê3é�ê3æ
ï�ìsë9ê � å�ñ|î±ë9è/é9ê�ò�ì7ç�é�è>ähç�ç�ê7ì3æXð�ñ/å�æXü1î±åFéÐ÷
øPì�ð�ë<ä$ù�ñ/ú7ò�ì�îhå%&jè/ñ>è>îhèmë9ìÜì3æ<é ä$ùFé�ì3çnå�ì7ç�îaT<ä$åjéÑîhç�é îhå�í3ë9è/é9ú7ë9ì�ï�å�ð�ë9ähù�ñ>ú3òóì�è/ç�èmé�è>î±ñ-�Õå�ç�é�ì7ë<òóì�ï�ì

é<�nð}ì þ�õ�ä$ç�í3é9è>ä$ç��eù1îhë<ë9èmú7ë<ì�� ��ä$å^þÿð}ê3ç1îhñ/è/é�ê'� æ<å�è.�×îhçJé
ñ/ì7æ�í7îhæ7÷ : ìÔé�ì3ë9ò�ìÔì7æûésð1îhë9îhò�ê3é�ë<êÔð�îhë�å�ç�æ9íÐî±ñ|îhè/ë9ì
ε > 0

�$ýJå�ìXç�ä$å�æUõ�ì3ë9ähç�æUé9ì7ç�ï�ë<ìXð�ë9ä � ë9ì7æ<æ9è$�$ì7ò�ì7ç�é �$ì3ë9æ 0 ÷ : ä$ç�æ<è>ï�ê3ë9ä$çFæQð�ñ>å�æ¾ð�ë9ê3í7è>æ<ê7ò�ì7ç�ékñ/ìZð�ë<ä$ù�ñ/ú7ò�ìæ9å�è$�±îhç�é U



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
















































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


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























min Jε (u) = −
n
∑

j=1

{

mj(tf ) + ε

∫ tf

t0

F (‖uj(t)‖) dt
}

ẋj(t) = f (xj(t)) + Fmax g (xj(t))
uj(t)

mj(t)

ṁj(t) = −Fmax
‖uj(t)‖
g0 Isp

‖uj(t)‖ ≤ 1 t ∈ [t0, tf ]

xj(t0) = xj,0 mj(t0) = m0

ψj (xj(tf )) = 0

, (j = 1, . . . , n) ,

φ (x1(tf ), . . . , xn(tf )) = 0 .

,�6?6 2

: ì3é<é�ìbî±ð�ð�ë9äníÑü�ìXì7æûékýnå�îhñ>è$�1ê7ìZïÕô î±ð�ð�ë9äníÑü�ìXð1îhë +dG � ��
0�  G ñ>ä$ë<æ9ýJå�ìZñ|îKõ�ä$ç�í@é�è>ähç
F (·) ð�ë9ì3ç�ïóï�ì3æ �×îhñ>ì3å�ë9æ

�1ç�è/ì7æbì7çJAóì@éY6��}ì@é�ïCô îhð�ðFë9äníÑü�ì�ð1îhëqõ�ä$çFí3é�è/ä$ç -%�Q��� ��/`��� ñ>ä$ë<æ9ýJå�ì
F (w) → −∞ ýnå�îhç�ï

w
é�ì7çFï �$ì7ë<æ

A�ä$å 6$÷
ø�î�ðFë9äní7ê3ï�å�ë<ì�ï�ì�í7ä$ç�é�è>çJå1î±é9è>ä$çií7ähç�æ9è/æ<é�ì ï�îhç�æ*å�ç�ð�ë9ì3òóè/ì7ë�é9ì7ò�ð�æ ��ë9ê7æ<ä$å�ï�ë<ì ,�6M6 2�ð}ä$å�ë(å�ç�ì

�±îhñ/ì7å�ëóè>çFè/é�è>î±ñmì�ï�ì
ε
�aæ9ähè/é

ε = ε1
÷�EUå�è/æ �aì3ç�ï�ê��1ç�è/æ9æ�î±çJé�åFç�ì æ<å�è/é9ì�ï�ê3í7ë<ä$è>æ<æ�îhç�é�ì ïFì �×îhñ>ì3å�ë9æ(ï�ì

ε
,
ε1 > ε2 > ... > εN

2'��ñ>ì�ðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ì:,�6M6 2sîhæ<æ9äní7è/ê �
ε = εk

,
k = 2...N

2
ì7æ<é�ë<ê7æ9ähñ>å�ì7ç�åFé9è>ñ/è/æ�îhç�é�ñ>î
æ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç�ä$ùFé9ì7çJå�ì �sñÈôºê3éÑî±ð}ì

k−1 í3ä$ò�òóìZð}ä$è>ç�ékè>çFè/é�è/îhñ ,lí@õÿ÷ / 6@072@÷ : ì@é9é9ìbð�ë9äní3ê7ï�åFë9ìbæ9ìXé�ì3ë9ò�è>ç�ìZñ>ä$ë<æ9ýJå�ìñ|îÔð�ë9ê3í7è/æ9è>ähç�ïFê7æ9è/ë9ê3ì�æ<å�ëqñ>îÔõ�ähç�í3é9è>ä$ç�ä$ù2T<ì7í3é9è/õ<��çFähé�ê3ì
ϑ
��ì7æûéKî±é<é�ì3è>çJé9ì
èÈ÷ºìh÷OU

|Jεk+1
(u∗εk+1

)− Jεk(u∗εk)| ≤ ϑ, ϑ > 0,
î��$ì3í

k
æ9å%	óæ9îhò�òóì3çJé � ë�îhç�ï , ,�6 5 2

ä�8
u∗εk

ï�ê7æ<è � ç�ìsñ/ì �$ì7í@é�ì3å�ëbï�ì3æqí7ähòóòóîhç�ïFì7æZä$ðFé�è/òóîhñ/ì3æZæ<ä$ñ>åjé�è>ähç�ï�å�ð�ë9ä$ùFñ>ú7ò�ì�,�6M6 2Nð}ähå�ë ε = εk
÷

s.tvu	w*xzyz{v|�}~tvxz��xz��y�|�����|��i�?u�{v}~|����M}~�	}=�?u���x���|��	t���xd�	�z����|�}~x��Mx��	{��B���	��x��l|�t	�Mu�{v}D|����	xd�*u�{vxz����}�{vxz���
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j �213�Q�abO$K�J� �0� 1 )+� � ��� %�)+��,-� )+� � �  +� � �	�!�� ��)+���
�	�-
��	����� ��� �� % �	,���) ��� � ����� � �	,  %"$� � �!�  
� �

� � �  +��%�)+��)
� �  
, ����� ��,���� ��� � ��)+��� � ��� ���� +���/� ����-#)+���	, � )+� �
F

� ��� � ���	,  
��,&���	��,  
��������� � )�� ��� �	, ���$* 
  

��	�)�	�  � � �  
,-� )+�  
� �  +��%&��� , ��� �  $, ����� ��, ����� ��)/�/� �  +� ��� � � ) "$�	�	%���� �  
��, � �	� � � �	� �$* 1 )+� � ��)+� � ��)+��,��	��, )+� �
��)+������� � �	��� � �	� ����% �	��� ' � �	%��	��, � � "	)+� -#)+���	,-� )+�����	%��	��, ��� ���  � 
�)+����,���%����	��� ��� �  +� �  
�	, � �	��� � �	�
��� � � ) "$�	�	%�� �

n
�  
,������ ��, ���$*

j �213�Q�abO$K�J� � ( 
 ������)+%&%  
� ����� )�� , ��%  � ���  +���/)/�	� �����  
��� ��) "$�	�	%��( 
�
"$��� �  
��� � ��� ��� �/)+��, ,�)+���#)+� � �
��� ��� ���	� �  
��,������ �����������&������ 
��,-� ��� � �  
� �!� � �/�	� � )
�

u∗ε,j, (j = 1, · · · , n) ,
��� � �	� ������� ' � �	%��	��, ���

��� �	,  
,
xj

�	, ������� �	,  $,� ���#)+����,
pxj

*

� � � ��� 
��
	 ��&���� 
���� � � 
���� � & � !#� ����� ��!�
 � ���������$��&

ãqä$å�æ�çFä$å�æKõ�äníÐîhñ/è>æ<ä$ç�æbï1î±ç�æ�ñ|îóæ9å�èmé�ì�æ9åFë�ï�ì7å%& íÑü�ä$è$&^ð1îhë<é9è>í3å�ñ>è/ì3ë9æbï�ìÔñ>î�õ�ä$ç�í3é9è>ä$ç
F
��ýJå�èHí7ä$ë<ë9ì3æC�

ð}ä$ç�ï�ì3çJé �*ï�ì7å%&�ð�ü1î±æ9ì7æsï�è/æ<é9è>ç�í@é�ì3æ
ï�ìÜñ�ô îhñ � ähë9è é�ü�ò�ì�ì3ç�ðFë�î±é9è>ýJå�ì�,lí@õÿ÷Cð1î±ë<é�è/ì <F÷=< 2�÷Cãbähå�æ
í�üFì7ë9íÑü�ä$çFæ
ï1îhç�ækí7ì3æNï�ì3å%&óí7îhæ �Jð}ä$å�ëkå�ç�ì/�±îhñ/ì7å�ëkïFì

ε
ï�ä$ç�ç�ê3ì��nñ>îsí7ähòóòóîhç�ï�ìXähðFé�è/ò(îhñmì

u∗ε,j
î±æ9æ9äní3è>ê3ìKîhåóæ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé9ì

Sj (j = 1, . . . , n)
÷

: ähç�æ9è/ï�ê7ë<ä$ç�æqì3ç^ðFë9ì7ò�è/ì7ëZñ/è>ì3åöñ>îÔõ�ä$çFí3é�è/ä$çöýJå1î±ï�ë�î±é9è>ýJå�ìsæ<å�è.�±î±çJé�ì@�1ï�ì
é<�nð}ìsð�ê3ç1îhñ/è/é9ê U

F 1(w) = w(1− w) ≥ 0, ∀w ∈ [0, 1]. ,�6B< 2

øUô îhðFð�ñ>è/íÐî±é9è/ä$çÜï�å E \ EBð}ähå�ëQñ>ìZðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ìXîhæ<æ9äní7è/ê4,�6M6 2¾í3ä$ç�ï�åFè/ém�$ð}ä$åFë
Sj
�i�
ñ|î
í3ä$ò�ò(îhçFï�ìZä$ðFé9è>òóîhñmì

u∗ε,j
æ9å�è$�±îhçJé9ì U

� Snè
g(xj(t))

Tpxj
(t) 6= 03,1

��ç�ä$å�æqî��$ähç�æ U

u∗ε,j(t) = −βε,j(t)
g(xj(t))

Tpxj
(t)

‖g(xj(t))Tpxj
(t)‖ .

,�6�C 2

ø�î
í3ä$ò�ò(î±ç�ï�ìgä$ðFé9è>òóîhñ/ìNïFå�ð�ë<ä$ù�ñ>ú3ò�ìZîhå%&jè>ñ/è|î±è/ë<ìNì7æûékï�ä$ç�íZï�ê���ç�è>ìZï�ìXòóîhçFè>ú7ë<ìgæ9è/òóè/ñ>î±è/ë<ì �
í7ì3ñ>ñ/ì
ïFåzí7îhæ�ñ>è/ò�èmé9ì ,�ò < òóì ì�&jð�ë<ì7æ9æ<è>ä$çzð}ä$åFë�ñ|îóï�è/ë9ì3í3é�è/ä$ç ïFìÔð}ä$å�æ9æ<ê7ì 2@÷f)Uç�ë9ì��±îhç�íÑü�ì@�Pñ>î(çFä$ë9ò�ì�ï�ì
ñ>îÜí3ä$ò�ò(î±ç�ï�ì
ì3æ<éqòóänï�è$�1ê7ìYU

βε,j(t) =



















0
æ<è
ρj(t) ≤ −ε,

1
æ<è
ρj(t) ≥ ε,

1

2
+
ρj(t)

2ε

æ<è
ρj(t) ∈ [−ε, ε] .

,

ä�8
ρj
ì7æûébï�ä$çFç�ê�ð�îhë4,0] 2@÷

� Snè
g(xj(t))

Tpxj
(t) = 03,1

�
u∗ε,j(t)

ì3æ<éqï�ìsï�è>ë<ì7í@é�è>ähçöýJå�ì7ñ/í7ähç�ýJå�ì òóîhè/ægæ�î±é9è>æ<õlî±è/é U

‖u∗ε,j(t)‖ = βε,j(t).
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"eñPì7æûébí3ñ|îhè/ëgýJå�ì�U
6$÷Xñ>î�ç�ä$ë9ò�ì�ï�ì(ñ>î�í7ä$ò�òóîhç�ï�ì

βε,j
�
t
�%&Fê@�oíhôºì7æûé �^ï�è/ë9ì�ì7ç�éÑî±çJé�ýJå�ìóõ�ä$çFí3é�è/ä$ç�ï�ì

ρj
��ì7æûéÔå�ç�ì

îhðFð�ë9äm&Fè/òóî±é�è/ähç�ï�ì
βj
�1ì@éqæ7ôºì7ç^ë9îhð�ð�ë<äní�ü�ìsýJå1îhçFï

ε→ 0
÷

5 ÷
u∗ε,j(t)

ì7æûébí3ä$çJé9è>çJå�ì���ò(îhè/ægç�ä$ç�ïFè >�ê7ë9ì3çJé9è|îhùFñ>ì�ð}ä$åFë
ρj(t) = ±ε

ãbä$åFæHî��$ähç�æoï�ähç�íaä$ùjé�ì7çJå�å�ç�ìaí3ä$ò�ò(î±ç�ï�ìQí7ä$ç�é�è/çnå�ì@��ò(î±è>æPç�ä$ç
C1
��ì@éHýJå�è�é�ì7çFï ,lì7ç�éÑîhç�éoýJå�ìkõ�ä$ç�í@é�è>ähç

ï�ì
ρj
2 �$ì7ë<æqñ|îÔí7ä$ò�òóîhç�ï�ì�ä$ðFé�è/ò(î±ñ/ì�ïFå^ðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ì
ä$ë<è � è>ç�îhñ*, 5 2�÷

øPì�ï�ì3å%&jè>ú7ò�ì�í�ü�ähè$&iýnåFì�çFä$å�æ*ð�ë<ä$ð}ä$æ<ä$ç�æ*ð}ä$å�ë(ñ>î�õ�ä$ç�í@é�è>ähç
F
ì7æûé�ñ|î�ù�îhë9ë<è>ú7ë<ì�ñ/ä � î±ë9èmé�üFò�è/ýJå�ì

ï�ê���ç�è>ìsð1î±ë�U

F 2(w) = log(w) + log(1− w), ∀w ∈]0, 1[. ,�6BR�2

�qì3ò(î±ë9ýJå�ä$ç�æ�ïCô î±ù}ä$ë9ï�ýJå�ì
F 2

í3ä$çJé9ë�îhè/çJé�ñ|îiç�ä$ë<òóì�ï�ì3æ�í7ähòóòóîhç�ïFì7æ ��ë<ì7æ<é9ì7ë ï1îhç�æ ñÈôºè>ç�é�ì3ëE�±î±ñ>ñmì
]0, 1[

�QïÕô ä�8wñÈô îhð�ð}ì3ñ>ñ>î±é9è/ähç�þeù1îhë<ë9è>ú3ë9ì'�Ñ÷¾øQô îhð�ðFñ>è/íÐî±é9è/ä$ç ï�å E \ EWï�ä$çFç�ì�ì7çFæ9å�èmé�ì�å�çFì�í7ä$ò�ò(î±ç�ï�ì�ä$ð%�
é�è/ò(îhñmì ï�ì�ò < ò�ì õ�ä$ë9ò�ì�ýJå�ì ,�6�C 2'�Zñ/ä$ë<æ9ýJå�ì

g(xj(t))
Tpxj

(t) 6= 03,1
÷/)UçÅë9ì��×îhç�íÑü�ì��qñ>î ç�ä$ë<òóì�ï�ì

u∗ε,j(t) (j = 1, · · · , n) ,
æ7ôºê7í3ë9èméa��ð�ë<ê7æ<ì7çJé

βε,j(t) =
2ε

ρj(t) + 2ε+
√

ρj(t)2 + 4ε2
.

c�îhç�æ
ñ/ìÔíÐî±æ
í7ä$ç�é�ë9îhè>ë<ì���íhôºì7æûé��*ï�è/ë9ìÔñ/ä$ë9æ<ýJå�ì
g(xj(t))

Tpxj
(t) = 03,1

�Õñ|î(ïFè>ë9ì3í3é9è>ä$ç ï�ìÔñ|î(í7ähòóòóîhç�ïFì
çCôºì7æ<éqð1îhæXï�ê3é9ì7ë<òóè/ç�ê7ì@�1ì@éqæ�î�ç�ä$ë<òóì �$ê3ë9è$�1ì U

‖u∗ε,j(t)‖ =
2ε

1 + 2ε+
√
1 + 4ε2

.

ãbä$åFæ��$ä(�$ähç�ægè/í7è�ýJå�ì
βε,j, (j = 1, . . . , n) ,

í3ä$ç�æ9è/ï�ê3ë9ê7ìKí7ähòóò�ìqå�ç�ìbõ�ähç�í3é9è>ä$çóï�ì
ρj
�nì3æ<égå�ç�ì�î±ð�ð�ë9äm&jè$�

ò(î×é�è>ähç
C∞

ï�ì
βj
�jé9ì7ç�ï�îhçJé �$ì7ë<æ

βj
ýnå�îhç�ï

ε→ 0
÷ : ì3é<é�ì�õ�ä$è/æNñ>î�í7ähòóòóîhç�ïFìKä$ùFé9ì7çJå�ì
ð}ä$æ9æ<ú7ï�ì
ï�ä$ç�í

ñ>ì3æXù}ä$ç�çFì7æqð�ë<ä$ð�ë9è/ê3é9ê7æXï�ìsë<ê � å�ñ>îhë9èmé�êKð}ä$å�ëXñ>îÜë<ê7æ9ähñ>åFé9è>ä$ç�ð1îhëZñ|îÔòóê@é�ü�änïFìsï�ì Eoä(�aì7ñ/ñÈ÷

� ��� � � � ��! � &#� � ��� ��
��

øPìXð1îhë9î � ë9îhð�ü�ìXð�ë<ê7í3ê7ï�ì3çJéNè>ç�æ<è>æûé�ìXæ<å�ëkñ>î
ç�ê7í3ì7æ<æ9è/é9êbï�ìqñ/è>æ<æ9ì7ëUñ|î
í3ä$ò�ò(î±ç�ï�ìZð}ä$å�ëQñ|î
ë<ê7æ<ä$ñ>åjé�è>ähç�çnå%�
òóê3ë9è/ýnåFìh÷�)Uç�ë<ì��±îhçFí�üFì���è/ñjçFìgé9ë�îhèmé�ìað1îhæ¾ï�ì3æQîhæ9ð}ì3í3é�æUð�ë9î±é�è/ýnåFì7æ¾ïCôºè>ò�ð�ñ>ê3ò�ì7ç�éÑî±é9è/ähç�ä$åÜïCôºè>çFè/é�è>î±ñ/èmæ�î±é9è/ähç
ï�ìsñÈô îhñ � ä$ë<èmé9ü�ò�ì±÷ : ì3é<é�ì�ð�îhë<é9è>ìsîÜð}ä$å�ëXähùZT<ì3í3é9è/õoïCô îhù}ä$ë9ïFì7ëXí7ì3æqð}ä$è>ç�é�æZð1îhëûé�è/í7å�ñ/è/ì7ë9æ3÷

� � � �0� n �!
0$  �0� � �2�  �X13G`�o�  ��G`����$%�  �213� �! "%$,+%�Q����13/  ���L"K�J
0�X�����QP.�

\ îhñ � ë9ê ñ>îóë9ê � å�ñ>îhë9èmé�ê�ïFìÔñ>îóí3ä$òóòóîhç�ïFì ä$ùFé9ì7çJå�ì � ë��hí7ìÔî±å ñ>è/æ9æ�î � ì���è>ñ�ì7æûé�é�ähåaT<ä$å�ë<æKç�ê3í7ì7æ<æ�îhè/ë9ìÔï�ì
õ�ä$å�ë<ç�è>ë ��ñ>îöòóê@é�ü�änïFìóïFì Eoä(�aì7ñ>ñQåFç�ìóì7æûé�è>òóî±é9è>ähç�ïFìóñ|îöæ<ä$ñ>åFé9è>ä$çzë9ì3í�üFì7ë9íÑü�ê3ì��Hð}ä$åFë íÑü1îhýJå�ì �±îhñ/ì7å�ë
εk
ïFì

ε
÷ Sjä$èmé�ï�ähç�í

k
ñ�ô ê@éÑîhð}ìzí7ähå�ë�îhç�é�ì@�

Φεk(z) = 0
ñ/ìzæE�næ<é9ú7ò�ì �wë<ê7æ<ä$å�ï�ë<ì��

z∗εk−1

ñ|î æ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç
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ä$ùFé9ì7çnåFì ��ñ�ô ê@éÑîhð}ì(ð�ë<ê7í3ê7ï�ì3çJé�ì
k − 1 �oì3é z0,εk ñ�ô ì3æ<é9è>òóî±é�èmä$ç�è>çFè/é�è/îhñ/ì�ï�ì(ñ|î^æ9ähñ>åFé9è>ä$ç�í7ä$å�ë9îhçJé9ìh÷ )Qç

� ê7çFê7ë�î±ñX�gñ>î �×îhñ>ì3å�ëöähðFé�è/ò(îhñmì ähùFé�ì3çnå�ì � ñÈôºè/é9ê7ë9î±é�èmä$ç�ðFë9ê7í3ê7ïFì7çJé9ì�æ9ì7ë9îwåjé�è>ñ/è/æ9ê3ì�í3ä$ò�òóì ì7æ<é9è>òóî±é�è/ähç
ï�ì�ñ>î�ç�ähå
�$ì7ñ/ñ>ì(æ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç ��í3ì�ýJå�ì�ç�ähå�æÔé�ë9îhï�å�è/æ9ähç�æÔòóî±é�ü�ê3ò(î×é�è/ýJå�ì7ò�ì7ç�éÔð�îhë

z0,εk = z∗εk−1

÷ )Uç íÐîhæ
ïCôºê7íÑü�ì7í@�Xå�ç�ì �±î±ñ>ì7åFë�ïFì

ε
è/çJé9ì7ë9ò�ê7ïFè|îhèmë9ì��kíhôºì7æûé �Bï�è>ë<ì ï1îhç�æ

]εk, εk−1[
�Næ9ì3ë�î íÑü�ä$è>æ<è>ì±÷gøUô ähð}ê7ë�î×é�è>ähç

æ9ì3ë�î�ê��$ì3çJé�åFì7ñ/ñ>ì7ò�ì7ç�éqë<ì7ç�ähå
�$ì7ñ/ê7ì��1ýJå�è/é<é�ì �Üë�îhñ/ì7çJé9è>ëNñ|îÔï�ê3í7ë<ä$è>æ<æ�îhç�í3ì�ï�ìsñ>îÜæ<å�è/é9ì
(εk)k∈N

÷ )Uç�ì�>�ì3é �1è>ñ
îhë9ë<è.�$ì3ë�îóç�ê3í7ì3æ9æ�îhè/ë9ì3òóì3çJé
åFç òóä$ò�ì7ç�ébä�8 ñ>îóæ<ä$ñ>åjé�è>ähç^ä$ðFé�è/ò(î±ñ/ìsð�ë9ê3í7ê7ïFì7çJé9ìÜæ9ì�æ9è/é9å�ì�ï�îhç�æKñ>ì ù1î±æ9æ9è/ç
ïCô î±é9é9ë�îhí@é�è>ähç-ïFìöñ|î òóê@é�ü�änïFìöï�ìoEoä��Nì7ñ/ñgð}ä$å�ë�ñ/ì�ç�ähå
�$ìÐî±åið�ë9ähù�ñ>ú3òóì@�¾æ<èZñ>ì*ë�îhð�ð}ähë<é

rk = εk/εk−1ì7æûé^æ<å
	�æ�îhò�ò�ì7ç�é�ð�ë<äní�üFì�ïFì
1
÷I)UçÊð�ë�î×é�è>ýJå�ì@�gñ|îBí3ë9ä$è/æ9æ�î±ç�í7ìzï�ì�ñ|îBæ9å�èmé�ì

(rk)k∈N
æ<ì�æûéÑîhùFè>ñ>è/æ<ì ñ|î

ð�ñ>åFð1îhë<égï�å*é�ì7ò�ð�æI�Ôå�ç�ì �±îhñ>ì3å�ë
r ∈ ]0, 1[ îhð�ë<ú7æZýJå�ì3ñ>ýJå�ì7æXèmé�ê3ë�î±é9è>ä$çFæ7÷ Sjì
ð}ä$æ<ìsîhñ>ähë9æNñ>ìKð�ë<ä$ù�ñ>ú3ò�ì�ïFìñÈôºè>ç�èmé9è>î±ñ/èmæ�î±é9è/ähç ��î±åFé�ë<ì7ò�ì7ç�éqï�èméXí7ähòóò�ì7ç�éXíÑü�ä$è/æ9è>ë

z0,ε1 �
� � � � ( ��� �  ����
0�����  �*� ����I �!1 �  ��+���� ��$K� 
0�2� &M� � "%�  �0� � ��� � ��
��2�
ãqä$å�æ�ðFë9ä$ð}ä$æ<ä$ç�æ�ï1îhçFæ�ñ|î�æ9åFè/é�ìóå�ç�ì(ò�ê3é9ü�änï�ìóïCôºè>ç�èmé�è>îhñmè/æ9î±é�èmä$ç�ä$ë9è � è/ç1îhñmì�Uoí3ä$ò�òóì3ç �7ähç�æ�ð�îhë ì3õ �

õ�ì7í@é�å�ì3ëbåFç�ì�è>ç�é�ê � ë�î±é9è>ähçöçJå�ò�ê7ë9è/ýJå�ì ��í7ä$ò�ò(î±ç�ï�ì
çnåFñ>ñ>ì@��æ9åFëqñ|îÜï�åFë9ê7ì�ð�ë<ê��nå�ì ð}ä$åFëqñ/ìsï�ê3ð�ñ/ä$è>ì3òóì3çJé
,
uj(t) = 0 (j = 1, · · · , n) , ∀t ∈ [t0, tf ]

2@÷�ãqä$å�æ�ähùFé�ì3ç�ä$ç�æ îhè/ç�æ9è¾ñ|î �±î±ñ>ì7åFësï�ì7æ�ê3é�î±é�æ �1ç1îhå%& ��ç�ä±é�ê7æ
xj(tf ), (j = 1, · · · , n)

��í7ä$ë<ë9ì3æ9ð}ä$ç�ï1î±çJé �så�ç�ìqï�ê3ë9è$�$ìqç1î±é�åFë9ì7ñ/ñ>ìZï�ì3æaæ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé9ì7æUæ9ä$åFæañ>îsæ<ì7å�ñ/ìqè>ç
�1åFì7ç�í3ì
ï�å

J2
÷�ãqä$å�æXð}ä$å
�$ä$çFæbîhñ>ähë9æZê��±îhñ/å�ì7ëZñ|î �jè/ä$ñ>î±é�è/ähçöîhæ<æ9äní3è>ê7ìsï�ì3æqí7ä$ç�é�ë9îhè>ç�é�ì3æZé�ì3ë9ò�è>ç1î±ñ/ì7æ U

ψj,f = ψj (xj(tf )) 6= 0, (j = 1, · · · , n) , φf = φ (x1(tf ), . . . , xn(tf )) 6= 0.

: ä$ç�æ<è>ï�ê3ë9ä$ç�æ:��ð�ë<ê7æ<ì7çJébñ/ì
ð�ë9ä$ùFñ>ú3òóì�æ9å�è$�±îhçJé �1ð�îhë�îhò�ê3é9ë9ê
ð1î±ë
λ ∈ [0, 1] U
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





min Jε0 (u) = −
n
∑

j=1

{

mj(tf ) + ε0

∫ tf

t0

F1 (‖uj(t)‖) dt
}

ẋj(t) = f (xj(t)) + Fmax g (xj(t))
uj(t)

mj(t)

ṁj(t) = −Fmax
‖uj(t)‖
g0 Isp

‖uj(t)‖ ≤ 1 t ∈ [t0, tf ]

xj(t0) = xj,0 mj(t0) = m0

ψj (xj(tf )) = λψj,f

, (j = 1, . . . , n) ,

φ (x1(tf ), . . . , xn(tf )) = λφf ,

,�6�V 2

ä�8
λ = 1

ï1î±ç�æqåFç^ðFë9ì7ò�è>ì3ëgé9ì7ò�ð�æXì3é
ε0 =

Fmax

g0Isp

÷
: ìÜðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ì�ì3æ<é
è>æ<æ9å�ï�ì�,�6M6 2'��ï1îhçFæ�ñ>ì7ýJå�ì3ñHñ>ì3æ�í3ä$ç�ï�èmé�è/ä$ç�æ:�1ç1îhñ/ì7æKä$çJé�ê@é�êÔòóänïFè.�1ê3ì7æ ��ì@é
ð}ä$å�ëKå�ç�ì
è>ç�æûéÑîhçFí7ìsð1îhëûé�è/í7å�ñ/è/ú7ë9ì�ïFå^í3ä$å�ð�ñ/ì

(ε, F (·)) �1æ<ä$è/é (ε0, F 1(·)) ,lí3õÿ÷ ,�6B<�2�2@÷
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)Uç^ë9ì3òóîhë9ýJå1îhç�éqì3ç�æ9åFè/é�ìsýJå�ì@��ð}ä$å�ëgé�ä$åFé
j = 1, · · · , n �

−mj(tf ) =
Fmax

g0Isp

∫ tf

t0

‖uj(t)‖dt−mj(t0) = ε0

∫ tf

t0

‖uj(t)‖dt−mj(t0),

è>ñFîhð�ð1îhë9î �>é¾ýJå�ìXñ>îKõ�ä$ç�í@é�è/ä$çÜí7ä��FéQï1îhç�æ
,�6BV�2Hæ<ìXë9ê3ï�å�èmém�L�
å�ç�ìZí7ä$çFæ<éÑî±çJé�ìZð�ë9ú3æ �Jîhå�í3ë9èmé�ú7ë<ìZýJå1îhï�ë9î±é�è/ýJå�ì
n
∑

j=1

{∫ tf

t0

‖uj(t)‖2dt
} ÷

EHîhëaí7ähç�æ<é9ë9å�í@é�è>ähç �nñ>ìqð�ë9ähù�ñ>ú3òóì ,�6BV 2Qîhæ9æ<äní7è/ê �
λ = 1

î�îhñ/ä$ë9æQð�ähå�ëaæ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç , � ñ/ä$ù1îhñ/ì 2¾ñ|î�í3ä$ò�ò(îhçFï�ì
çnå�ñ/ñ>ì

u∗ε0,j(t) = 0, (j = 1, · · · , n) , ∀t ∈ [t0, tf ]
÷G)Uç�ähåFé�ë<ì���ì3çzîhð�ðFñ>è/ýnå�îhçJébñ>ì�E \ E �óí7ì�ð�ë9ä$ùFñ>ú7ò�ì@�

è>ñÕì7æûébð}ä$æ<æ9è>ùFñ>ì
ï�ìsòóähçJé�ë<ì7ëZýJå�ìsñ>ì �$ì3í3é�ì3å�ë U

py(t0) =

(

06n,1

−1n,1

)

,�6B9�2

îhç�çJå�ñ>ì3ë�îhèméHñ>îqõ�ä$ç�í3é9è>ä$ç�ï�ìNé9è>ëHîhæ<æ9äní7è/ê7ì@�hæ9èFñ/ìNò�änï�ú3ñ>ìaåFé�è/ñ>è/æ<êaê3é�îhè/é�-
ì7ðFñ>ì7ë<è>ì3çC÷?Eoähå�ë¾ç�ä±é�ë9ìgîhðFð�ñ>è/íÐî±é9è/ä$ç �
ýJå�è�ð�ë9ì3ç�ï*ì7ç*í3ä$òóðjé�ìbñ>ìXé�ì3ë9ò�ìbì7ç

J2
�nñ|î�ç�ähë9ò�ìbï�ìKñ>îsõ�ä$ç�í@é�è>ähç(ï�ìqé�è>ëkê��±îhñ/å�ê7ìKì3ç

z = py(t0)
�nï�ä$ç�ç�ê

ð1îhë ,�6�9�2���ë<ì7æ<é9ìké�ë<ú7æ�õlîhè/ù�ñ>ì±÷�øPì �$ì7í@é�ì3å�ë ,�6�9�2Cí3ä$ç�æûé�è/é9å�ìkï�ähç�íkå�ç�ìkù}ä$ç�ç�ìaîhð�ð�ë<ä�&jè>òóî±é9è/ä$ç
ï�ìkñ|îZæ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç
ï�ì ,�6BV�2gîhæ9æ<äní7è/ê �

λ = 1
÷

)UçÅë9ê3æ9å�ò�ê��Zç�ä$å�æöòóänï�è$�1ä$ç�æ*ñ>ì�ð�ë9ähù�ñ>ú3òóì ,�6M6 2'�Zì3çTî�T<ä$åFéÑî±çJéöå�çÊæ9ì7í3ä$ç�ïTò�ì7òÔùFë9ì�ç�ä$çÊçnåFñ�îhå�&
í7ä$çFï�è/é9è>ä$çFæ:�1ç1î±ñ>ì3æ ��ì3ç�íÑü�ähè>æ9è/æ9æ�î±çJéKå�ç�ì��±î±ñ>ì7åFëKð1î±ë<é�è/í7å�ñ/è/ú7ë<ì�ï�ì

ε
��ì@é�ì7ç æ9ê3ñ>ì7í@é�è/ä$ç�ç1îhç�éKå�ç�ì õ�ä$ç�í@é�è>ähç

æ9ð}ê3í7è.��ýnåFì
F
,lýJå1î±ï�ë�î±é9è>ýJå�ì 2��1ïFìsõlî �7ä$ç � < é9ë9ìsì7ç�òóì3æ9å�ë<ìsï�ìsõ�ähå�ë9ç�è/ëgå�ç�ìsæ9ä$ñ/åFé�è/ä$çöîhå�ð�ë<ä$ù�ñ/ú7ò�ìh÷

"eñjë<ì7æûé�ìgì7ç�æ<å�è/é9ìI�Kähð}ê7ë9ì3ë¾å�ç�ìNð�ü1îhæ<ìgïCô üFä$òóä±é�ä$ðFè>ì ,lä$åÔï�ìNí7ä$ç�é�è/çnå1î×é�è>ähç 2Pæ9å�ëHñ>ì3æHæ9ì3í7ä$ç�ïFæQò�ì7òÔù�ë<ì7æ
ï�ì7æKí3ä$ç�ï�èmé�è/ä$ç�æ/��ç1îhñ/ì7æ U}ç�ähå�æKë<ê7æ<ä$ñ.�$ähç�æKåFç�ì�æ9åFí7í7ì3æ9æ9è>ähç�ïFì�ð�ë<ä$ù�ñ/ú7ò�ì7æ ,�6BV 2Xî±æ9æ9äní3è>ê3æ �óï�ì3æa�±îhñ/ì7å�ë<æ
λk
ï�ì

λ
��ýnåFìÜç�ä$å�æKõlîhè>æ<ä$ç�æbé�ì7çFï�ë9ìÜðFë9ä � ë<ì7æ<æ9è.�$ì3òóì3çJé �$ì7ë<æ AF÷Õø�î*æ9ähñ>åFé9è>ä$ç�ä$ðFé9è>òóîhñ/ì�ï�åzð�ë<ä$ù�ñ/ú7ò�ì kì7æûé�åFé9è>ñ/è/æ9ê7ìóí7ä$ò�ò�ì(ð}ä$è/çJé�è>ç�èmé�è>î±ñkïFå-ðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ì

k + 1
�Hîhæ9æ<äní7è/ê �

λk+1
÷ cKì�ò < ò�ì���ç�ä$å�æÔð}ä$å
�$ähç�æ

< é9ë9ìÔîhòóì3ç�ê7æKï1î±ç�æ�í3ì3é<é�ìÔð�ü�îhæ9ì �Üþÿë�î±ñ>ì7ç�é�è/ëC�
ñ|î�ï�ê7í3ë9ä$è/æ9æ9îhç�í7ìÔï�ì
(λk)k

�}ñ>ä$ë<æ9ýJåCôºå�ç�í7îhæKïCô ê3í�üFì7íÜï�ì�ñ|î
í7ä$ç �$ì7ë � ì7çFí7ì æ9ìsò(îhçFè/õ�ì3æ<é�ì±÷
)Uç �1ç�ï�ì�ðFë9äní7ê3ï�å�ë<ì���ñ/ä$ë9æ<ýJå�ì�ñ/ì�ð�ë<ä$ù�ñ/ú7ò�ì:,�6BV 2�îöê3é�ê�ë9ê7æ<ä$ñ>å�ð}ä$åFë

λ = 0
�Pç�ä$å�æsï�è>æ<ð}ä$æ9ä$çFæ�ïCô åFç�ì

ë�îhí3è>ç�ìZï�ìXñ>î�õ�ähç�í3é9è>ä$ç�ïFìZé�è>ëUîhæ<æ9äní7è/ê7ì:��,�6M6 2'�$ýJå�ìqç�ähå�æQç�ähé�ähç�æ
z∗ε0
÷ � í7ìXæ<éÑî±ï�ì���è>ñFæ<ì7òÔù�ñ>ì3ë�îhèméUì3ç�æ9å�èmé�ì

ñ>ä � è>ýJå�ìZï�ìbñ/è>ù}ê7ë<ì7ë ε �JïFä$çJéañ>î �±îhñ/ì7å�ëQê3éÑî±è/éOT<å�æ<ýJåCô è/í7èFþ � ì3ñ>ê7ì'�:� ε0 �Jì3éaï�ìqñ|îsïFè>ò�è>çJå�ì3ëQð�ë<ä � ë<ì7æ9æ<è.�$ì3òóì3çJé�$ì7ë<æ
0
÷ : ì3ñ|î�ð}ì7ë<òóì@é9é�ë9îhè/éZï�ì�æ9ì�ë�î±ð�ð�ë9äníÑü�ì3ë �S��ñ|îÜñ>è/ò�è é�ì@��ï�ì3æbæ<ä$ñ>åFé9è>ähç�æaþÿù1îhç � �eä >S��ù1îhç � � �Fæ<å�è.�×îhçJéqñ|î

òóê@é�ü�änïFì*ïFê7í3ë9è/é9ì*ï�îhç�æÔñ/ì(ð1î±ë�î � ë9îhð�ü�ì <F÷ 6h÷ : ì7ð}ì3ç�ï1îhç�ém�¾ïFì7æÔð�ë9ä$ùFñ>ú3òóì3æ�çnåFòóê3ë9è>ýJå�ì3æÜîhð�ð�îhë�î±è>æ9æ<ì7ç�é
ë�îhðFè>ï�ì3òóì3çJéNæ<è�ñ|îsé�ì3í�üFç�è>ýJå�ì�ïFìKí7ä$ç�é�è>çJå1î±é9è>ä$çóì3æ<égä$ð}ê7ë<ê7ìKì7ç*í7ä$çFæ9ì7ëC�±îhç�éZñ|îsõ�ä$ç�í@é�è>ähç(ï�ìKð}ê7ç�îhñ>è/æ�î±é9è>ähç
ýJå1îhï�ë9î±é�è/ýnåFì

F 1
�Õí3ì7í3è¾ì3çzë9îhè>æ<ä$ç ïFìÔñ|îóç�ä$ç��eï�ê3ë9è.�×îhù�è/ñ>è é�ê�ì7ç�í3ì7ë<é�îhè>çFæ�ð}ä$è/çJé9æKï�ìÔñ|îóí3ä$ò�ò(îhçFï�ì�ähðFé�è��

ò(î±ñ>ìNî±æ9æ9äní3è>ê3ì ,lí3õÿ÷ § <F÷ 5 2�÷@"eñFì3æ<éUï�ähç�ígç�ê7í3ì7æ<æ�îhè>ë<ìZï�ìgð�îhæ9æ<ì7ë �Kå�ç�ìNõ�ä$çFí3é�è/ä$ç � ê7çFê7ë�î±çJéUï�ì3æUí3ä$ò�ò(îhçFï�ì7æð�ñ>åFæbë9ê � å�ñ>è/ú7ë<ì7æ �1é�ì3ñ>ñ/ì�ýJå�ì F 2 ,lí@õÿ÷&,�6BR�2�2�÷!cKîhç�æKñ>ì�í7îhæKò�ä$ç�ä@��æ�î±é9ì7ñ/ñ/èmé9ì�� / 6@0oïFê7í7ë<è/éKåFç�ì�ò�ê3é�üFänï�ì ð}ì7ëC�òóì@é9é�îhçJéQîhñ>ähë9æ¾ï�ìXí7îhñ>í3å�ñ>ì3ë¾å�ç�ìI�±îhñ/ì7å�ëUïFì
ε
îhï�ê3ýnå�î±é�ì@�Jí±ô ì3æ<é �
ïFè>ë9ìNé�ì3ñ>ñ>ìgýJå�ì

z∗ε0
í3ä$ç�æûé�è/é9å�ìXåFç�ìXù}ä$ç�ç�ì

ì7æûé�è>òóî±é9è>ähç�ï�ì�ñ|î�æ<ä$ñ>åjé�è>ähçzïFå�ð�ë<ä$ù�ñ/ú7ò�ì	,�6M6 2Kð�ähå�ësñ|î(õ�ä$ç�í@é�è>ähç
F 2
÷Pãbä$å�æsç�ähé9ì7ë<ä$ç�æ�ïFä$ç�í

ε1
í7ì@é9é9ì

s.tvu	w*xzyz{v|�}~tvxz��xz��y�|�����|��i�?u�{v}~|����M}~�	}=�?u���x���|��	t���xd�	�z����|�}~x��Mx��	{��B���	��x��l|�t	�Mu�{v}D|����	xd�*u�{vxz����}�{vxz���
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�±îhñ/ì7å�ë���í3ä$çFõ�ä$ë<òóê3òóì3çJébîhå^ð1î±ë�î � ë9îhð�ü�ì <F÷76$÷}øPì�ð�ë9äní3ê7ïFê�ýJå�ì ç�ähå�æbåFé9è>ñ/è/æ9ä$çFæXè>í3è�ì3æ<ébë9è � ä$å�ë9ì3å�æ9ì3òóì3çJé
è>ï�ì3çJé9è>ýJå�ì �Ôí7ì3ñ>å�èÕð�ë<ä$ð}ä$æ<ê
ï1îhç�æ / 6@0-�Fç�ä$å�æZì3ç�í7ähå�ë�î � ì7ä$ç�æZï�ä$ç�í�ñ>ìKñ>ì7í@é�ì3å�ë/�Ôæ3ô �*ë<ê3õ�ê7ë<ì7ëZð}ä$åFëZð�ñ/å�ægï�ì
ð�ë9ê3í7è/æ9è>ähç�æ7÷

�qç�ì
õ�ä$è/æZí7ì@é9é9ì �±î±ñ>ì3å�ëZä$ùFé�ì3çnå�ì@��çFä$å�æXë9ê3æ9ä$ñ$�$ä$ç�æXï�ä$çFí ,�6M6 2Nî��$ì3í
(ε, F (·)) = (ε1, F 2(·))

��ì3éXñÈôºì7æ<é9è$�
ò(î×é�è>ähç

z0,ε1 = z∗ε0
÷±ãbä$å�æHð�ë<äní7ê3ï�ä$ç�æ¾ì3ç�æ9åFè/é�ì �bñ|îqí3ä$çJé9è>çJå1î±é�è/ä$ç æ<å�ë

ε
ð}ä$å�ëoñ|îqù1îhë<ë9è>ú3ë9ìañ/ä � îhë<èmé�üFò�è/ýJå�ì

F 2
�aT<å�æ9ýJåCôj��ñ>îÜæ9î±é�è/æ<õlîhí@é�è>ähçöïFå�é9ì7æûébïCô îhë9ë < é4,�6 5 2�÷
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 � ��
 �

����
 � & � � � ���	��& � & ����
 � ��� � � ������
��

øUôºè>ò�ð�ñ/ê7ò�ì3çJé�î±é�èmä$ç�ï�ìQç�ä±é�ë9ìUò�ê3é�üFänï�ìQí3ä$ò�ð}ä$ë<é9ìUå�ç�ìQí3ä$å�íÑü�ìaî±ñ � ähë9èmé9ü�ò�è/ýJå�ì¾æ<å�ð�ð�ñ/ê7ò�ì7ç�éÑîhè/ë9ì¾ï�ä$ç�é
ñ>ìUë � ñ/ìUí7ä$çFæ9è>æûé�ì��Xè/æ9ä$ñ/ì7ëCñ>ìUð�ñ>åFæ � ë�îhçFï�ç�ä$òÔù�ë9ìUð}ä$æ9æ<è>ù�ñ/ìQï�ìQòóè/ç�è/òóîNñ>äníÐî±å%&
ï�å ð�ë<ä$ù�ñ/ú7ò�ìQçFä$ç í3ä$ç �$ì�&jì
��é9ë�îhèmé�ì7ë3÷�øPì�ð�ë<è>ç�í3è>ð}ì�îhïFä$ðFé�êsè>í7èPí3ä$ç�æ<è>æ<é9ì � � ê7çFê7ë9ì3ëbï�ì�òóîhç�è>ú3ë9ìsîhñ>ê7î±é�ähè>ë<ì
å�ç^ì7çFæ9ì7òÔù�ñ/ì�ï�ì�ð}ä$è>ç�é�æ
è>ç�èmé�è>î±å%& í7îhç�ï�è/ï1î±é9æ �L�Kð1îhëûé�è>ëoï�ì3æ9ýJå�ì3ñ>æQñ>îKò�ê3é9ü�änï�ì ,�ñ>äní7îhñ>ì 2�ï�ìgí7ähçJé�è/çnå1î×é�è>ähç%�eñmè/æ<æ�î � ìaì3æ<éQì3ç�æ9åFè/é�ìgò�è>æ<ì
ì7ç +så
�në9ì±÷�ãbähå�æUì3æ9ð}ê7ë<ä$ç�ækîhè/ç�æ9èjýJå�ìZí7ì3æQð}ä$è/çJé9æ¾è>çFè/é�è/îhå%& í3ä$ç�ï�å�è/ë9ä$ç�é ��ïFì7æUæ<é�ë9î±é�ê � è/ì7æ¾ï�ìZòóîhç�+så%�jë<ì7æ
ï�è >�ê7ë<ì7ç�é�ì7æ3÷ : ì7ð}ì7çFï1îhçJé ��ñ/ì7ægï�è.	�í3å�ñ/é9ê7ægï�ì
í7ä$ç �$ì7ë � ì7ç�í3ì�ï�ì
ñ|î�òóê@é�ü�änïFì
ï�ì�Eoä��Nì7ñ/ñCè/òóð}ä$æ<ì7ç�éZì7çFí7ä$ë<ì
å�ç�ìKõ�ä$è/æNï�ì�íÑü�ä$è/æ9è/ëNåFç�ì
ù}ähç�ç�ì�ì7æûé�è>òóî±é9è>ähç(è/ç�è/é9è>îhñmìbï�ì3æZê@éÑî±é9æZîhïaT<ä$è/çJé�æaæ9ähñ>åFé9è>ä$ç�æ3÷jãbä$åFæZðFë9äní7ê3ï�ì7ë<ä$ç�æ
ì7ç�ð}ì7ë<é9å�ë9ù�îhçJé ñ>ê � ú7ë<ì7ò�ì7ç�é�ñ>ì �$ì7í@é�ì3å�ë z∗ε þeç�ä$ò�è>ç1î±ñ���í7ä$åFë�îhç�ém���öå�ç�æ<éÑî±ï�ìóïFä$ç�ç�ê�ï�ì�ñÈô îhñ � ä$ë<èmé9ü�ò�ì±÷"eñ � î�ï�ä$ç�í�å�çwí7ähòóð�ë<ä$ò�è>æ#� é�ë9ähå
�$ì7ë�è/í7èNð�å�è/æ9ýJå�ì��UïCô îhåFé9ë9ìöð�îhë<é �¾ñ|î ï�è/æ<éÑîhçFí7ì�ì7çJé9ë9ìöñ>ì3æ#�$ì7í@é�ì7åFë9æ
íÐîhçFï�è>ï1î×é�æbì@é�ñ>î�æ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç�ç�ä$ò�è>ç�îhñ/ìsï�ä$èmé < é9ë9ì�æ<å
	�æ�îhò�ò�ì7ç�é � ë�îhç�ïFì ð}ä$å�ëbê��nè/é9ì7ëbï�ì í7ähçi�$ì7ë � ì7ëa�$ì3ë9æ
å�ç�ìsæ<é�ë9î±é�ê � è>ì
è/ï�ì3çJé�è/ýJå�ìsì3ç �1ç�ïCô îhñ � ä$ë<è/é9ü�ò�ì±÷

EUñ/å�æ9è/ì7å�ë<æ�ð}ä$æ<æ9è/ù�è>ñ/èmé�ê3æPæ<ä$çJé�ê � î±ñ>ì7ò�ì7ç�é�ì3çi�nè/æ�î � ì7îhù�ñ/ì7æ�ì3ç í3ìkýJå�è�í3ä$ç�í3ì7ë9çFìañ>îgð�ü1îhæ<ìkï�ìQñÈô îhñ � ähë9è é�ü�ò�ì
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òóì3ç�ä$ç�æ
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ï�ì ð}ì3ë<é9å�ë9ù1î×é�è>ähç ��å�ç�ì ê@éÑîhð}ì

k
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æ<å�ëbñ/ì7æqí3ä$ç�ï�èmé�è/ä$ç�æI��ç1îhñ>ì3æ <F÷=<F÷ 5 2��1è>ñ

îhå�ë9îhè/éZõlîhñ/ñ>å�òóì3ç�ì7ë�T<åFæ9ýJåCô îhå�ù�ähåFébí3ì3é9é9ì ð�ü1î±æ9ì ð}ä$å�ëXí�ü�îhýJå�ì�ð}ähè>ç�éqíÐî±ç�ï�è>ï�î±éÐ÷ � ñ�ô è/çi�$ì3ë9æ9ì@��ñ/ì�íÑü�ähè$&
í7ä$çFæ9è>æûéÑîhç�é �óñ|î±ç�í7ì3ëbñ>ì ðFë9äní7ì3æ9æ<å�æsîhñ>ê7î±é�ähè>ë<ì�æ<ì7å�ñ/ì7ò�ì7ç�é�ì7ç�é9ä$åFé�ì �1ç ïCô îhñ � ä$ë9èmé9ü�ò�ì��1íhôºì3æ<é �óï�è>ë<ì å�ç�ì
õ�ä$è>æaýJå�ì
ñ>î�æ<ä$ñ>åFé9è>ä$ç(ðFë9è>çFí7è/ð1îhñ/ìKî�ê3é�ê�ä$ùFé9ì7çJå�ì��Fç�ì�æ9ì3òÜùFñ>ìKï�ä$çFç�ì7ëgýJå�ì
ï�ì3æZíÐî±æZïÕô ê3í�ü�ì3íh÷ : ì7í7èÕì7æ<éZï��
îhå�íÐîhë9îhí3é9ú7ë<ìqç�ä$ç�ñ>è>æ<æ9ìZï�ìqñ>î
í7ähòóòóîhç�ï�ìZä$ùjé�ì7çJå�ìqð}ä$å�ë

ε
ðFë9äníÑü�ìqï�ì

0
��ì3é��sñ|î
æ<ì7ç�æ<è>ù�è/ñ>èmé�êgçJå�òóê3ë9è/ýnåFì

ýJå�è�ì3ç^ë<ê7æ<å�ñ/é9ìh÷
øUô îhð�ðFë9äníÑü�ì^üFì7å�ë<è>æ<é9è>ýJå�ìöï�ì � ñ/ä$ù1îhñ/è/æ9î±é�èmä$ç ð}ä$å�ë�ñ>ìöðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ì , 5 2ÔýJå�ì�ç�ä$å�æ �$ì3ç�ä$ç�æóï�ì�ïFê7í3ë9è>ë<ì

ç�ì�õ�ähå�ë9ç�èmésð1î±æ�ñ|î � îhë�î±çJé�è/ìÜïFì�é�ë<ä$å
�$ì3ë�ñÈôºä$ðFé9è>ò�å�ò � ñ/ä$ù1îhñHï�å�ð�ë9ähù�ñ>ú3òóì±÷ )Uñ>ñ>ìÔç�ì�ð�ë<änï�å�èmé�ð�îhæ�çFä$ç
ð�ñ>åFæNñÈôºì7ç�æ<ì7òÔù�ñ/ìKì'&Fü�îhå�æ<é9è/õ�ï�ì7ægæ<é9ë�î±é9ê � è/ì7æNð}ä$æ<æ9è>ùFñ>ì3æ7÷%
�ä$åFé�ì@õ�ä$è/æ �jì3ñ>ñ/ìbð}ì7ë<òóì@égì7ç�ð�ë9î±é�è/ýJå�ìKï�ì � ê7ç�ê3ë9ì3ë
ì�	�íÐî±í7ì3òóì3çJéQð�ñ/å�æ9è/ì7å�ë<æHæ<é�ë9î±é�ê � è>ì3æ¾ïFè>æ<é9è>ç�í@é�ì3æ �×éÑîhç�é¾ï�åÜð}ä$è>ç�éHï�ì �nå�ìZï�ì3æUïFè>ë9ì3í3é9è>ä$ç�æoì3é¾ï1î±é�ì3æ¾ï�ìgð}ä$å�æ<�
æ9ê3ì7æ �$ýJå�ìZïFìZñ>îbí7ä$ç�æ<ä$ò�ò(î×é�è>ähç é9ähéÑî±ñ>ìaì7çÜì3ë � ä$ñ/æHä$åÔì7ç�í3ä$ë9ìgï�ìgñ|îbë9ê3ð1îhëûé�è/é9è>ähç�ï�ìgí3ì3é9é9ìZí3ä$ç�æ9ähòóòóî±é9è>ähç
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ì7ç�é�ë9ìsñ>ì3æXæ9î±é�ì3ñ>ñ>èmé9ì7æ7÷

��� � � ! � � 
0� &���� ! �	� ����� � ���"��& ��&�� � 
"��� 
 � � ��� ��
"���

ãqä$å�æ�ðFë9ê7æ<ì7ç�é�ä$çFæ �1ç�îhñ>ì3òóì3çJé�å�ç�ìöé9ì7íÑü�ç�è/ýnåFì^ä$ë<è � è/ç1î±ñ/ì*ð}ì7ë<òóì@é9é�îhçJé�ï�ìöòóänïFè.�1ì3ëÜå�ç�ì�æûé�ë�î×é�ê � è>ì
ï�ì
ïFê7ð�ñ/ä$è>ì3òóì3çJégì'&jè>æûéÑîhç�é�ì��Fä$ùFé9ì7çnåFìsð�îhëgç�ähé9ë9ì�ò�ê3é�üFänï�ì�ì3éZï�ä$ç�í�ñ>äní7îhñ>ì3ò�ì7ç�égä$ðjé�è>òóîhñmì��jî@��çöýJåCôºì7ñ/ñ>ì
ë9ì3æ9ð}ì7í@é�ìså�ç�ì�í7ähç�ï�è/é9è>ä$ç(æ<å�ð�ð�ñ/ê7ò�ì7ç�éÑîhè/ë9ìKïCôºê7ýJå�è/ñ>è>ùFë�î � ìbïFì7æZí7ähç�æ9ä$ò�òóî±é�è/ä$çFæNì3çJé9ë9ì
ñ/ì7æNæ�î±é9ì7ñ>ñ/èmé�ì7æ3÷%)Qç
ì�>�ì3é ��ñ|îNð�ñ>å�ð�îhë<éPï�ì3æ�ò�è>æ<æ9è/ä$ç�æCæ<ð1î±é9è|îhñ/ì7æCè/òóð�ñ/èmýnå�îhçJéCï�ì3æ�õ�ähë9òóî±é�è/ähç�æCè/ò�ð�ähæ9ì7ç�éPå�ç�ìQù}ä$çFç�ìQë9ê3ð1îhëûé�è/é9è>ähç
ï�ì7æ ò(î±æ9æ9ì3æ�ì3çJé9ë9ìóñ>ì3æ æ9î±é�ì3ñ>ñ/è/é9ì7æsì7ç �1ç�ïFìóï�ê7ð�ñ/ä$è/ì7ò�ì7çJé ��î@�1ç�ï�ìóò(î(&Fè/òóèmæ9ì3ësñ|îöï�å�ë<ê7ìóï�ì �nè>ì�ï�ìóñ|î
õ�ä$ë9òóî±é9è/ä$çC÷

' � (	�0� FH�#"%G2
0�X���  �0� �

"eïFêÐîhñ/ì7ò�ì7ç�ém��ñ|îÔð�ë<è>æ9ì
ì7ç�í7ä$ò�ðFé9ìsï�ìsí3ì3é9é9ì�í3ä$ç�ï�èmé�è/ä$ç�í7ä$ç�æ<è>æûé�ì7ë9îhè/é/��ò�änï�è$�1ì7ëgñ>ì
ðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ì�, 5 2Nì7ç
ñ>å�èCîaT<ähåFéÑîhç�éXñ>îÜí7ähçJé9ë�îhè/çJé�ì
æ<å�è.�×îhçJé9ì U

γ ≤ γ,
,�6B; 2

ä�8
γ ∈ [0, 1] ì3é γ ì3æ<éqï�ê���ç�èX��ð}ä$å�ëXåFç�ì�æûé�ë�î×é�ê � è>ì
ï�ìsï�ê3ð�ñ>ä$è/ì7ò�ì7ç�éXïFä$ç�ç�ê3ì���æ<å�è.�×îhçJé�U

γ =
max

1≤k<j≤n
|mj(tf )−mk(tf )|

n
∑

j=1

(m0 −mj(tf ))

=
∆mmax

c
.

,�6�] 2

cKìQí3ì3é<é�ìQòóîhç�è/ú7ë<ì��3ñÈôºê7í7îhë<éPòóîA&jè>òÔå�òÛì7ç�é�ë9ìUñ/ì7æPí3ä$ç�æ<ä$òóòóî±é9è>ähç�æ
∆mmax = max

1≤k<j≤n
|mj(tf )−mk(tf )|

æ9ì3ë�îhèméaòóî�T<ä$ë9êZð1îhëkå�çFìqõ�ë�îhí@é�è/ä$ç
γ
ï�ìbñ>îsí7ähç�æ9ä$ò�òóî±é�è/ä$çÜé9ähéÑî±ñ>ì

c =
n
∑

j=1

(m0 −mj(tf ))
÷ : ì3ð}ì7ç�ï1î±çJé �

í7ì@é9é�ì
í7ä$ç�é�ë9îhè>ç�é�ì�ì7æûéqç�ähçöñ>è/æ9æ9ì�ì@éXç�ì
ð�ì3åFéXï�ä$ç�í < é9ë9ì � ê3ë9ê7ì �Ôé9ë�îm�$ì7ë9æZñ>ì E \ E�÷�ãbähå�æXåjé�è>ñ/è/æ9ì3ë9ä$çFægð1îhë
í7ä$çFæ9ê7ýJå�ì3çJéKñ|îÔí7ähçJé�ë9îhè>ç�é�ìsî±ñ/é�ì3ë9ç1î×é�è.�$ì�æ9åFè.�±î±çJé�ì U

θ ≥ θ,
, 5 A 2

ä�8
θ ∈ [0, 1] ì@é θ ì7æûébï�ê��1ç�è-�1ð}ä$åFëXå�ç�ìsæ<é9ë�î±é9ê � è/ì
ï�ì�ïFê7ð�ñ/ä$è>ì3òóì3çJéZï�ähç�ç�ê7ì@��ð1îhë U

θ =

−
n
∑

j=1

ζj log ζj

log(n)
,

, 5 6 2
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ä�8

ζj =













mj(tf )
n
∑

k=1

mk(tf )













, (j = 1, · · · , n) . , 5?5 2

� ��( � +�� (�� +�� ����� �;%'������� � !�� ��(  ;� ( %'( #�� � � % ���)(�,
Pθ,≥

2'�}è>æ9æ<å ï�ì , 5 2���î±å�ýJå�ì7ñoç�ä$åFæ
î�T<ä$åjé�ä$ç�æ
ñ|îÔí7ä$ç�é�ë9îhè>ç�é�ì�, 5 A 2@÷!) &jð�ñ/è>ýJå�ä$çFæXç�ä$å�æ:��ðFë9ê7æ<ì7ç�éKæ<å�ëXí7ìsí�ü�ähè$&�÷
)Uç�ð�ë9ì3òóè/ì7ëóñ/è>ì7åG�kë<ì7òóîhë9ýJå�ä$çFæ*ýJå�ì ñ>ì3æ(ýJå1îhç�é�è/é9ê7æ

ζj, (j = 1, · · · , n) ,
ïFê��1ç�è/ì7æ*ì3ç , 5M5 2��kê��$ä$ñ/å�ì3çJé

ï1îhç�æ�ñÈôºè>ç�é�ì7ëC�±îhñ/ñ/ì
]0, 1[

÷ EHîhë�æ<å�è/é9ì��oñ>î�õ�ä$ç�í@é�è>ähç�þeì7ç�é�ë9ähð�è>ì'�óè/çJé9ì7ëE�$ì3ç1îhç�éÜï�îhç�æ�, 5 6 2�� −
n
∑

j=1

ζj log ζj
�

î��$ì3í n
∑

j=1

ζj = 1
�Õì3æ<é � �±îhñ/ì7å�ë<æ�ï1î±ç�æ

]0, log(n)]
÷G"eñoì7æûésîhñ>ä$ë<æKîhè>æ<ê�ï�ìÔò�ä$ç�é�ë9ì3ëKýJå�ìÔæ9ä$ç�òóîA&jè>òÔåFò �

log(n)
��ì7æ<ébî±é9é9ì7è/çJéXð}ähå�ë�U

ζ̂j =
1

n
, (j = 1, · · · , n) ,

íhôºì7æûé �óï�è>ë<ì�ñ/ä$ë9æ<ýJå�ì�ñ>ì3æKæ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì3æbä$ç�éKé9ä$å�æKí7ä$çFæ9ä$ò�ò�ê�ñ>îóò < ò�ì ýJå1îhçJé9è/é9ê�ïCôºì7ë � ä$ñ>æ���îhåFé�ë<ì7ò�ì7ç�é�ï�èmé
ñ>ä$ë<æ9ýJå�ìKñ�ô ê3ýJå�è>ñ/è/ù�ë�î � ìXï�ì7æNí7ä$çFæ9ä$ò�ò(î×é�è/ä$ç�ækì3æ<égð1îhëûõlîhè/é7÷nãqä$å�æNë9ì3òóîhë9ýJå�ä$çFæNýnåFì�ñ>î ýJå1î±çJé�èmé�ê θ î±é<é�ì3è>ç�éîhñ>ähë9æ�ê � îhñ>ì3ò�ì7çJé�æ<ä$çtòóîA&jè>òÔå�ò θ̂ = 1

÷ "eñXæ9å%	�é(ï�ähç�í^ïCôºè/òóð}ä$æ<ì7ë
θ = 1

ï1îhçFæ , 5 A�2Üð}ähå�ë�õ�ä$ë9í3ì7ë
θ = θ̂ = 1

�1í7îhæXä�8�ñÈôºê3ýnåFè>ñ>è/ùFë�î � ì�ï�ì3æqí7ähç�æ9ä$ò�òóî±é�è/ä$ç�ægì3çJé9ë9ìsæ�î±é9ì7ñ>ñ/èmé�ì7ægì3æ<ébð�îhë<õlî±è/éÐ÷
� ñÈôºè>ç �$ì7ë<æ9ì��NýJå1îhç�ï

θ = 0
�Nñ|î�í7ähçJé�ë9îhè/çJé�ì), 5 A 2óì3æ<é�é�ë<è.�nè|îhñmì7ò�ì3çJé �$ê3ë9è$�1ê7ì@�ZýJå�ì3ñ>ñ>ì ýJå�ì�æ9ä$èmé�ñ>î

ë9ê3ð1îhë<é9è/é9è>ä$ç^ï�ì3æ
í3ä$ç�æ<ä$òóòóî±é9è>ähç�æbì3çJé�ë<ìÔæ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ7÷ )Uç�ïCô îhåFé9ë9ì3æ�é9ì7ë9ò�ì7æ��Õñ>îóí7ähçJé�ë9îhè>ç�é�ì çCô ì'&jè>æ<é9ìÔð�ñ>å�æ
ï1îhç�æXí7ìsíÐî±æ7÷
)Uç�í3ä$ç�í7ñ/å�æ9è/ä$ç �nñ|î æ�î×é�è>æûõlîhí3é9è>ä$çóï�ì , 5 A�2��nð�ähå�ëNå�ç�ì �±îhñ/ì7å�ë

θ ∈ ]0, 1[ �jð}ì3ë9ò�ì3égïCô î±æ9æ9åFë9ì7ëgå�ç  (���� !
θ
 � ! � ( � %7� � �@����(  "(��,+1���&� ��� ������������� (��&� � ( % (��	����� (�% %7��� (��óæ9åFð}ê7ë9è/ì7åFëa�Üí7ì7ñ/å�èPïFê��1çFè�ð1îhë

θ
÷

j �213�Q�abO$K� ' �0� � )+���#�� ��)+��, �  
����, � ����� � � ��� ���	,  
� ��) � ,-�  
����� �	� � "  
��,
γ = 0 � � � � ��� �  
��, � ' ���

��� )+� ��% ��)/�/�&��� ��' � ��� � " �  /
�� �  
��-  
��, ����� ��)+� �#) %&%  
, � )+� � � �	, γ = 1 � � �  
��,-� � �  
��, � ' ��� � � ) � ������ #" �&�� 
��)+��,-�  
����, �$* � )+��� �������+ � �	� � � �  
� �

]0, 1[ � ��� �)� ���	, �  +� ��)/���	� "$� �&� �  +���/)/�	� �	�&����%  
��� �	� � �	,-��� �	,�� � θ
� ���3�+ � �	� �(%  #"$��%  � � ����� ���  
��, �����&��)+� �/)+%&%  
, � )+� � �	, � )+��� ��� γ * 1 )+, )+� � �	� � � ' � �

θ
�	,  
��,������

-#)+���	,-� )+�
C∞

���
mj(tf ), (j = 1, · · · , n) ,

�� ��)+��, �  
����,�� ��� 	�� ���	,� �  	� , ��� � ���  	� � � � �  
, � )+� �
� � ���0*

' � (	� ( ) � �0���o� � &M�!1 +  � "K�L
0� &M� �! ����� �! �

�aè>ì3çBýJå�ì(ð�ë9ê��jåBï1îhç�æ�ñ>ì�íÐîhïFë9ì(ï�å E \ E �oñ>ì�é�ë�î±è/é�ì3òóì3çJé ïFì(í7ä$ç�ïFè/é�è/ä$ç�æsé�ì3ë9ò�è>ç1î±ñ/ì7æ�æ9ä$åFæ�õ�ä$ë<òóì
ïCôºè>ç�ê � îhñ/è/é9ê7æZçCôºì7æûéKð1î±æbîhè>æ<êsçnå�ò�ê7ë<è>ýJå�ì3òóì3çJé7÷ : ì3ñ|î�ï�èmém��ñ>ì
õlî±è/éXýJå�ì?, 5 A�2gæ9ähè/éqñ�ôºå�ç�è>ýJå�ìsí3ä$çJé9ë�îhè/çJé9ìsï�ì
í7ì
é<�nð}ì î±å�æ9ì3è>ç�ï�ìsç�ä±é�ë9ìsðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ì �×î�ç�ä$å�æXí7ä$çFï�å�è/ë9ì �Üñ|î�é�ë�î±è/é�ì3ëgí7ä$ò�ò�ì
å�ç�ìsê � îhñ>èmé�êh÷
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: ähç�æ9è/ï�ê7ë<ä$ç�æóì7çtì	>Õì@é(ï1îhç�æóå�çið�ë9ì3òóè/ì7ëÜé�ì3òóð�æ�å�çtò�è>ç�è/ò�å�òÃñ/äníÐîhñ
z
ï�ì5,

Pθ,≥
2@÷�Sjì3å�ñ>ì3æóï�ì7å%&

æ9èmé�å1î±é9è>ä$çFæZæ<ä$çJéqì3çi�nè>æ9î � ì7îhù�ñ/ì7æ�U
� ñ>îÜí3ä$ç�é�ë�îhè/çJé9ì�, 5 A�2Nì7æ<éqè>ç�îhí3é9è.�$ì
ì3ç^í3ì�ð}ä$è/çJé9, θ > θ

2'�1ì@éqç�ä$å�æqî��hä$ç�æXñÈôºê7ýJå�è.�×îhñ>ì3ç�í7ì
æ9å�è$�±îhç�é�ì U

z
æ<ä$ñ>åjé�è>ähç�ñ>äní7îhñ>ì�ïFì

(2)

θ > θ
⇐⇒ z

æ<ä$ñ>åFé9è>ä$ç�ñ/äníÐîhñ/ì�ï�ì
(Pθ,≥)

θ > θ

, 5 < 2

� ñ>îÜí3ä$ç�é�ë�îhè/çJé9ì
ì7æûéKîhí@é�è.�hìsì7ç�í7ìsð}ä$è/çJé4, θ = θ
2���ì3éqç�ähå�æqî��$ä$çFæqñ>ì3æXè/òóðFñ>èmíÐî×é�è/ähç�ægæ9åFè.�±î±çJé�ì3æ U

z
D ;�ej7(g-k ;�? ej;�9E5'e h���h

(2)

θ = θ
=⇒ z

D-;�e 7�gXkj;�?ae ;�9C5�e h���h
(Pθ,≥)

θ = θ
=⇒ z

D-;�e 7�gXkj;�?ae ;�9C5�ejh���h
(Pθ,=),

�����	�

ä�8�,
Pθ,=

2gì3æ<ébähùFé�ì3çnå ��ð1î±ë<é�è/ëgï�å^ðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ì�, 5 2���ì3ç�î�T<ä$åFé�îhçJéZñ|îÔí7ä$ç�é�ë�î±è>ç�é�ì
θ = θ

÷
� ð1îhëûé�è>ësï�ìóí7ì7æ�ä$ù�æ<ì7ëC�±î±é9è>ä$ç�æ��oçFä$å�æ�îhñ>ñ/ä$ç�æsí7ähç�æ<é9ë9å�è/ë9ìóå�ç�ìóòóê@é�ü�änï�ìóýJå�è �±î^òóänïFè.�1ì3ë�ñ>äní7îhñ/ì7ò�ì7ç�é
å�ç�ìsæ9ähñ>åFé9è>ä$ç�ïFå�ð�ë9ähù�ñ>ú3òóì�æ�îhçFæqí3ä$çJé9ë�îhè/çJé9ì�, 5 2Nð}ä$å�ëZýJåCô ì3ñ>ñ/ì
æ�î±é9è>æ<õlî±æ9æ9ìsñ>îÔí7ä$ç�é�ë9îhè>ç�é�ì
ïÕô ê3ýnåFè>ñ>è/ù�ë�î � ì
, 5 A�2@÷QSnì7ñ>ähç*ñ>ì7æNí7îhæ �Fç�ähå�ægï�è>æ<ð}ä$æ9ì3ë9ä$çFæZïCôºå�ç�ì�æ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç(ï�ì ,

Pθ,≥
2'�Fí3ì�ýJå�èÕì7æ<éZç�ä±é�ë9ìKä$ù2T<ì7í@é�è/õ�ðFë9ì7ò�è/ì7ë �

ä$å�æ<ì7å�ñ/ì7ò�ì7ç�éqï�ì ,
Pθ,=

2�÷ : ìsð}ä$è>ç�éXì3æ<éqï�è>æ<í7åFé9ê�ï1î±ç�æXñ>ì
ð1îhë9î � ë9îhð�ü�ì C�÷ 5 ÷=<F÷
: ähç�ï�è/ï�ê7ë<ä$ç�æXï�ä$ç�í �Üð�ë9ê3æ9ì7ç�éKåFç�ì�æ<ä$ñ>åjé�è>ähç�ñ>äníÐî±ñ>ì�ïFì?, 5 2@÷�cKì3å%&�æ9èmé�å1î×é�è>ähç�ægæ9ä$ç�éqð}ä$æ9æ<è>ù�ñ/ì7æ�U
� θ ≥ θ

�1ñ>îÜæ9ähñ>åFé9è>ä$ç�ñ/äníÐîhñ/ì�ï�ä$ç�éqç�ähå�æqïFè>æ9ð}ähæ9ä$ç�æXì7æûém�1ïCô îhð�ë9ú3æ , 5 < 2Nì3é , 5 C 2'��æ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç�ï�ì ,
Pθ,≥

2��
� θ < θ

��ç�ä$å�æ
îhñ>ñ/ä$ç�æbíÑü�ì3ë9íÑü�ì7ësåFç�ìÜæ<ä$ñ>åFé9è>ä$ç�ï�ì�,
Pθ,=

2bì7ç^þÿò�änï�è.�1îhçJéC��ñ>î(æ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç�ï�ì�, 5 2'�CîA�1ç
ïÕô îhå � ò�ì7çJé9ì7ë(ñ|î �×îhñ>ì3å�ë(ï�ì θ T<å�æ9ýJåCôj�

θ
÷�Eoähå�ë*í3ì�õlîhè>ë<ì��kè/ñqæ9ì3ë�îhèmé*ñ>ä � è>ýJå�ì^ïÕô ê��±îhñ/å�ì7ë (���
 �

 �� �;% � ������� � �)(�ñ|î �±î±ñ>ì7åFë�ï�ì
θ
îhæ<æ9äní3è>ê7ì ��ñ|î^æ<ä$ñ>åjé�è>ähç�ï�ì , 5 2'�oýJå�ì*ç�ähå�æÔç�ähé9ä$ç�æ

θ0
�oð�å�è/æ�ï�ì

ïFê7í3ñ>ì7çFí�ü�ì3ëaå�ç�ìXòóê@é�ü�änï�ìXï�ìXí7ä$ç�é�è/çnå1î±é9è>ähç�í3ä$ç�æ9è/æ<é�îhçJé��së9ê3æ9ä$åFï�ë9ìqæ9å�í3í7ì3æ9æ9è.�$ì7ò�ì3çJé ,
Pη,=

2'�Jî��$ì3í
η
�±îhë<è|îhç�éPï�ì

θ0
�
θ
�Ðì7ç�åFé9è>ñ>èmæ�îhç�éPñ/ì7æPð�ë<è>ç�í3è>ð}ì3æ�ïFê�T��Zð�ñ>å�æ<è>ì3å�ë9æCõ�ä$è/æCï�ê7í3ë9è/é9æ�ï1î±ç�æ�í7ìQïFäní7å�ò�ì7ç�éÐ÷�)Qç

ì	>Õì@ém�nïÕô îhðFë9ú7æ , 5 C 2��$é�ä$åFé9ìbæ<ä$ñ>åjé�è>ähç�ï�ì , 5 2Qîhæ<æ9äní7è/ê7ì �
θ0
ì3æ<éNê � îhñ>ì3òóì3çJékæ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç�ïFì , Pθ0,= 2�÷nø�îí3ä$ç�é�è>çJå1î±é9è>ä$çÔæ<å�ë

η
ç�ähå�æUð}ì7ë9ò�ì@é9é�ë9îhè/éHï�ä$ç�íZï�ìZë<ê7æ9ähå�ï�ë9ì �1ç1îhñ/ì7ò�ì7ç�é
,

Pθ,=
2@÷ \ îhè/æ¾å�ç�ìZç�ä$å%�$ì7ñ/ñ>ì

õ�ähè>æaî±ð�ð1îhë9îhè>æ<æ9ì7ç�éNï�ì3æNï�è.	�í7åFñ/é�ê3æaçJå�ò�ê7ë9è/ýJå�ì7æañ>è/ê7ì7æaî±å(íÐîhë9îhí3é9ú7ë<ìKç�ä$ç(ñ/è>æ9æ<ìqï�ìbñ|î�í3ä$ò�ò(î±ç�ï�ìh÷ "eñ
ì3æ<éZì3ç*õlîhèméNçFê7í7ì3æ9æ�î±è>ë9ì�ï�ìKï�ê7í3ñ>ì3ç�íÑü�ì7ëZñ/ìbð�ë9äní3ì7æ9æ<å�æXðFñ>å�æNì3çöîhò�ä$çJé �%��åFç�æ<é�îhï�ì�ïFì�ñÈô îhñ � ähë9è é�ü�ò�ì
ä�8 ñ|îóí3ä$ò�ò(î±ç�ï�ì ì7æûé
æ<å
	�æ�îhò�òóì3çJé�ñ/è>æ9æ<ìh÷!c�î±ç�æ�å�ç æ9ä$å�í3èHï�ì�í7ähç�í7è/æ9è>ähç �}ç�ä$åFæ�ç�ì�ï�ê3é�îhè>ñ/ñ/ì7ë<ä$ç�æ
ð�îhæXè>í3èCð�ñ>åFæqî��×îhçJéXñ|îÔòóê@é�ü�änï�ì
òóè/æ9ì
ì3ç:+så
�në<ìh÷

' � (	� � � +  �X1 ��
X�  G "K�Z������
0$  ��� � �YG2bO$%�X
0��-���G`�2�

ø�î�ë9ê3í7è/ð�ë9änýJå�ì�ï�ì3æbè>ò�ð�ñ/è/í7î±é9è/ä$çFæZï1îhç�æ , 5 C 2gçCôºì7æûéa�në�îhè/ìsýJå�ì æ<è , 5 2gì3æ<ébí7ä$ç �$ì�&jì��}í7ì�ýJå�è�çCô ì3æ<ébð1îhæ
ñ>ì�íÐî±æXè>í3èÈ÷!+�ë �Fç�ä$å�æZí�üFì7ë9íÑü�ähç�æ�T<å�æ<é9ì7ò�ì7ç�éa�Üë<ê7æ9ähå�ï�ë9ì ,

Pθ,≥
2 �Üñ�ô î±è>ï�ìKï�ì3æXæ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç�ægï�ì�,

Pθ,=
2@÷ : ì3ñ|î

è>ò�ð�ñ/è/ýJå�ìgé9ü�ê7ähë9è/ýnåFì7ò�ì7çJékïFìqí7ähç�ç1î �/é�ë9ì ,�)+� �Kñ/ì7æQò�è>çFè>ò�î�ñ/äníÐîhå%&Üï�ì4,
Pθ,=

2��Jî@�1ç�ï�ìXñ>ì7æ¾é�ì7æûé�ì3ëaì@éaïÕô ì3ç
ì�&né�ë9îhè>ë<ìqïCôºê��$ì3çJé9å�ì7ñ/ñ>ì7æaæ<ä$ñ>åjé�è>ähç�æQï�ì ,

Pθ,≥
2@÷ : ì7ñ|îsì7æûéNï�è.	�í3è>ñ/ì/��ë9ê7îhñ>è/æ9ì3ë ��çFä$å�æaí7îhñ/í7å�ñ/ä$ç�æQì7çóð�ë�î×é�è>ýJå�ì

å�ç�ì�æ<ì7å�ñ/ì�æ<ä$ñ>åjé�è>ähç^ï�ì ,
Pθ,=

2��}æ<ì7ñ/ä$ç�ñ>ì�ð�ë<è>ç�í3è>ð}ì�ï�ê3í7ë9èméKð�ñ/å�æbü1îhåjéÐ÷�ãqä$å�æKç�ì ð}ä$å
�$ähç�æKï�ä$ç�í�îhæ9æ<å�ë9ì3ë
ýJå�ì�í7ì3ñ>ñ/ì���í7èCæ<ä$è/éZñ>äní7îhñ>ì3òóì3çJéZähðFé�è/ò(î±ñ/ì�ð}ähå�ë4,

Pθ,≥
2@÷

: ì3ð}ì7çFï1îhçJé �Uè/ñaì'&jè>æ<é9ì*ð1îhë�ï�ê��1çFè/é�è/ä$çBåFç �$ä$è>æ<è>ç1î � ì(ïFì�ñ>î�æ<ä$ñ>åjé�è>ähç�ñ>äní7îhñ>ìóïFå-ðFë9ä$ù�ñ/ú7ò�ì , 5 2��oä�8
í7ì3ñ>å�è��eí3èoì7æ<ésñ/äníÐî±ñ>ì7ò�ì3çJéKí7ähçi�$ì�&jì±÷�SjèHñ>î �±îhñ/ì7å�ë�ïFì

θ
çCô ì3æ<ésð1îhæKé�ë9ähð�ê7ñ/ä$è � çFê7ì�ï�ì θ0 �Õè>ñoì3æ<ésð�ë<ä$ù1îhù�ñ/ì
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ýJå�ì
Pθ,=

ð}ä$æ<æ9ú7ïFì�îhñ/ä$ë9æUåFç�ìqæ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç�ï�îhç�ækí7ì/�$ähè>æ9è/ç1î � ìZì@ém��ñÈôºüi�nð}ähé9ü�ú7æ<ìbï�ìqí3ä$ç �$ì�&jè/é9ê ,�ñ>äníÐî±ñ>ì 2oê@éÑîhç�é
�$ê7ë<è.�1ê3ì��ÕýJå�ìÔí3ì7ñ/ñ>ì���í7è�æ<ä$è/éKê � îhñ/ì7ò�ì7ç�éKæ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç�ïFì�, Pθ,≥ 2@÷�ãbähé9ë9ì�ð�ë<äní7ì7æ<æ9å�æbþÿñ/äníÐîhñ��sïFìÔí7ähçJé9è>çnå�î±é�è/ä$çòóè/ç�è/ò�èmæ9ì
î±ñ>ä$ë<ægñ>ì
ë<è>æ<ýnåFìsï�ìKþeù1îhæ9í3å�ñ>ì3ëC��æ9å�ëZå�ç�ì�îhåFé9ë9ì
æ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç�ïFì ,

Pθ,=
2gýJå�èCæ9ä$èméqîhïFòóè/æ9æ9è/ù�ñ/ìKò(îhè/æ

ç�ä$ç�ä$ðjé�è>òóîhñmì�ð}ä$å�ë9,
Pθ,≥

2@÷

� � 
 � � � � �o� � ����� � 
 �

: ì@é9é9ìöæ<ì7í3é9è>ä$ç ð�ë9ê3æ9ì3çJé�ìöñ/ì7æÔë9ê3æ9å�ñméÑî±é9æÜçJå�ò�ê7ë9è/ýJå�ì7æÜähùFé�ì3çnå�æÜð1îhëÔç�ähé9ë9ì*òóê@é�ü�änïFì�æ<å�ëÜå�ç-í7îhæÜï�ì
ï�ê7ðFñ>ä$è/ì7ò�ì7ç�é ï�ì(ýJå1î±é9ë9ì(æ9î±é�ì3ñ>ñ>èmé9ì7æ�ì3çBä$ë9ù�èmé�ì�ù1îhæ<æ9ì@�Hï�ê�T���ð�ë<ê7æ9ì3çJé9ê�ï�îhç�æ�ñ>î�ð1îhë<é9è>ì 5 ÷oãqä$å�æ�ë9îhð�ð}ì��
ñ>ä$çFægí3ì7ð}ì7çFï1îhçJéqýJå�ì
ñ�ô îhðFð�ë9äníÑü�ì�ð�ë<ä$ð}ä$æ9ê3ì
ì7æ<éZõlî±í7è/ñ>ì7ò�ì3çJéaé�ë9îhç�æ9ð}ähæ�îhù�ñ/ì �Ôå�çöí7ähçJé9ì�&né�ì
ï�è >�ê7ë<ì7çJé �Fì7ç
òóänïFè.��îhç�éZì3ç^ð1îhëûé�è/í7å�ñ/è/ì7ëgñ/ì
ò�änï�ú7ñ/ì
ï
�nç1îhò�è/ýnåFìsì3éqñ/ì7æZí7ä$çFï�è/é9è>ä$ç�æNé�ì3ë9ò�è>ç1î±ñ>ì3æZï�îhç�æ4, 5 2�÷

�	��
 � 
�� ��!#&�� � � ���%
�� � � � & � & � ! � ��
���& � &#� �

: ìbð1îhë9î � ë�î±ð�ü�ìbïFê3éÑî±è>ñ>ñ/ìgé�ä$åFéaïCô îhù}ä$ë9ï(ñ/ì7æaïFä$ç�ç�ê3ì7ægçJå�ò�ê7ë9è/ýJå�ì7æ ,lí3ä$ë9ë<ì7æ9ð}ähç�ï1îhç�éZîhå%&óð1î±ë�îhò�ú3é9ë9ì7æ
ä$æ9í3å�ñ|î×é�ì7åFë9æ 2gåFé9è>ñ/è/æ9ê3ì7æZñ>ähë9æZï�ì3æXé�ì3æ<é�æ3÷

^	�X���0� ) �Q���Q13/  ���Z� &M��1 1 $ � �Y��$Kp bO$K�  ���J���  �2
X
0�  �Z�

: ä$ç�ï�èmé�è/ä$ç�æZè/ç�è/é9è>î±ñ/ì7æ U
øPì7æ�ýJå1î±é�ë<ì�æ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ
ï�ì�ñ|î*õ�ä$ë<ò(î±é9è/ä$ç�æ9ä$ç�é è/çaT<ì7í@é�ê7æ��

t = t0 = 0.0s
æ<å�ë�ñ|î�ò < ò�ì�ähë9ù�èmé�ì@�PýJå1îhæ<è$�

í7è/ë9í7åFñ|îhè/ë9ì@�Fì@éqü�ê7ñ/è>ä$æC�nç�í�üFë9ä$ç�ì±÷�ãbä$åFæbîm�$ä$ç�æXï�ä$ç�í U

(aj, ej, ij, ωj, Ωj)
T (t0) = (a0, e0, i0, ω0, Ω0)

T , (j = 1, · · · , n) , , 5 R�2

î��$ì3í�U
� a0 = 7029.48

�Jò �
� e0 = 1.27× 10−3

�
� i0 = 98.08

ï�ì � �
� ω0 = 214.51

ïFì � �
� Ω0 = 209.80

ï�ì � ÷
øPì7æ�òóîhæ9æ<ì7æ�è>ç�èmé�è>î±ñ/ì3æ�ï�ì3æÔæ9î±é�ì3ñ>ñ/è/é9ì7æ�æ<ä$çJé�è>ï�ì3çJé9è>ýJå�ì3æ ,lí@õÿ÷ 5 ÷ 6 2��

mj(t0) = m0, (j = 1, · · · , n)
�oî��$ì3í

m0 = 120
� � ÷�ãqä$å�æXð�ë<ì7ç�ä$çFæqê � î±ñ>ì3òóì3çJé4,�í3õÿ÷ 5 ÷ 6 2 Fmax = 4

ã�ì@é
Isp = 210

æ3÷
: ä$ç�ï�èmé�è/ä$ç�ægé9ì7ë<òóè/ç1îhñ/ì7æ U
�
t = tf

�1ñ>ì3æXð�îhë�îhò�ú3é9ë9ì3æI�nè>æ<ê7æqæ<å�è.�×îhçJé9æXæ9ä$ç�éqí7ä$ò�òÔå�ç�æXîhå%&�ýnå�î±é�ë<ì�æ9î±é�ì3ñ>ñ/è/é9ì7æ U









aj,f

ej,f

ij,f









=









af

ef

if









, (j = 1, · · · , n) , , 5 V 2
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î��$ì3í�U
� af = 7031

�Jò �
� ef = 0

�
� if = 98.08

ï�ì � ÷

j �213�Q�abO$K� ^	�0� � )+��� �	��% � � � � �	� ��� ����,��	� � � �	,  
, � )+� ����� � ���	��� ,  
,�� � ��)+� �  �
)+� � ��)+� �	� ���	� � ' ��� � ��� �+ �
� �	� � � )/�/�	� �� 
, ��� ����� ��)+���)����� �	��� �������	� �#�	,  
� �	��, ��)+%&%&� ������ 
�
" ' �  
, � ���  
, ����� ��,����$*��  
� �&�� �� �  
, � ' � � �
�������+ � �	� � � �/)+��, � � 
 �	���	%��	��, �
� � �	� �	��, ��� � � ��� �  
, ����� ��, � � ���  
��, ���$*

^	�X��� ( ) �Q���Q13/  ���Z� ��+ G2&i� ��bO$K�2�
: ä$ç
� � å�ë�î±é9è>ähçöè>ç�èmé�è>î±ñ/ìYU

2 ���
S1

S3

S4

S2

���	��
K6 � : ä$ç
� � å�ë�î±é9è>ä$ç�è>ç�èmé�è>î±ñ/ì�ïFì�ñ>îÔõ�ähë9òóî±é�è/ähç

øPì7æ�æ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ
æ<ä$çJé�è>ç�èmé�è>î±ñ/ì3ò�ì7ç�ésë<ê7ð1î±ë<é�è/æsë<ê � åFñ>è>ú3ë9ì3òóì3çJésñ/ì�ñ/ä$ç � ï�ì�ñ�ô ä$ë<ù�è/é9ìÔï�ê7í3ë9è/é9ì�ï1îhç�æ�ñ/ì�ð�îhë�îA�
� ë�î±ð�ü�ì Rj÷76$÷76L�Jï�ì3å%&(æ�î×é�ì3ñ>ñ>èmé9ì7æQæ9å�í3í7ì3æ9æ�èmõ�æNê3éÑî±çJéNï�ê3ð�ü1î±æ9ê7ægïCôºì7ç �nè>ë<ä$ç 0.016 ïFì � �ní3ìKýJå�è}í7ä$ë<ë9ì3æ9ð}ä$ç�ï*è/í7è
��å�ç�ìqï�è>æûéÑîhç�í3ìbïFìbñ�ô ä$ë<ï�ë9ìXï�ì

2
�Jò�÷2EUñ>åFæaðFë9ê7í3è>æ<ê7ò�ì7ç�ém�Jð}ä$å�ë

(j = 1, · · · , n) �JñÈô îhç�ä$òóîhñmè/ì �në�î±è>ì vj ï�åæ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì
Sj
æ�î±é9è>æ<õlî±è/é

vj(t0) = vj,0
�1î��$ì3í�U

� v1,0 = 209.5601
ï�ì � �

� v2,0 = 209.5764
ï�ì � �

� v3,0 = 209.5438
ï�ì � �

� v4,0 = 209.5275
ï�ì � ÷
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ø�î � � å�ë9ì36�è>ñ/ñ/å�æûé�ë9ì�í3ì3é9é9ì í3ä$ç
� � åFë�î±é9è>ä$çÕ÷aøUô ähë9ï�ë<ì�íÑü�ä$è>æ<èqð}ä$å�ë(ñ/ì7æóæ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì3æóæ<å�ë(í7ì@é9é�ì�ä$ë<ù�è/é9ì^ï�ì
é�ë9îhç�æ<õ�ì3ë<é�ð}ì7ë<òóì@é9é�ë9îzï�ìöòóè/ç�è/ò�èmæ9ì3ëÜñ/ì7æ�ë9è/æ9ýJå�ì3æ�ï�ì�í3ä$ñ>ñ/è/æ9è/ähç ì7ç�é�ë9ìöæ�î±é�ì3ñ>ñ/è/é9ì7æÔñ>ä$ë<æÜï�åiï�ê3ð�ñ/ä$è>ì3òóì3çJé
�$ì7ë<æ ñ>î�í7ä$ç%� � å�ë9î±é�è/ä$ç �1ç1îhñ/ì��Cï�ê7í3ë9èmé�ì�ð�ñ>åFæsù1îhæ3÷�ãqähé�ä$çFæ�ýJå�ì�í3ì3é ä$ë<ï�ë9ì�çÕô îöýJå�ì�é�ë9ú3æ�ð}ì3å�è/ç
�1åFì7ç�í3ì
æ9å�ëbñ/ì7æqæ<é9ë�î±é9ê � è/ì7æqï�ì òóîhç�+så
�në9ì3æbì3ébñ>ì3æbí3ä$ç�æ<ä$ò�ò(î±é9è>ähç�æqî±æ9æ9äní3è>ê3ì7æ7÷�øPì7æbæ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ T<ä$å�ì3çJéKïFì7æbë � ñ/ì7æ
æ9è/òóè/ñ>î±è/ë<ì7æ �×íÐî±ëUñ>îKï�è>æûéÑîhçFí7ìgè>ç�èmé�è>î±ñ/ìañ/ì7æ¾æ9ê3ð1îhë9îhçJéQì3æ<éQçFê � ñ/è � ì7îhù�ñ/ìaï�ì��×îhçJéQñ/ì7æ¾ï�è/æ<éÑî±ç�í7ì3æUè>ç�é�ì7ë<�eæ�î×é�ì3ñ>ñ/èmé9ì7æ
�
t = tf

÷
: ä$ç
� � å�ë�î±é9è>ähç �1ç1îhñ/ì U

���

S2 S3
�

S4

S1

���	��
 5 � : ä$ç
� � å�ë�î±é9è>ä$ç �1ç1îhñ/ìsïFì�ñ>îÔõ�ähë9òóî±é�è/ähç

øPì7æNê7í7îhë<é9æ��1ç1îhå�&(ï�ìKð�ñ>îhçóì3éNñ>ä$ç � è/é9å�ï�ì/�në9îhè>ìqì7çJé9ë9ìKñ/ì7æaæ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì3ækæ<ä$çJé��
&jê7æZîhå�& �×îhñ>ì3å�ë9æaæ9å�è$�±îhç�é�ì3æ U
� δΩ1,f = 0.0

ï�ì � �
� δΩ2,f = +0.47

ïFì � �
� δΩ3,f = 0.0

ï�ì � ��ïCô åFç�ì�ð1îhëûém�
� δ L1,f = +0.41

ï�ì � �
� δ L2,f = −0.14

ï�ì � �
s.tvu	w*xzyz{v|�}~tvxz��xz��y�|�����|��i�?u�{v}~|����M}~�	}=�?u���x���|��	t���xd�	�z����|�}~x��Mx��	{��B���	��x��l|�t	�Mu�{v}D|����	xd�*u�{vxz����}�{vxz���
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� δ L3,f = −0.41
ï�ì � �1ïCô îhåFé9ë9ìsð1îhëûém�

ì7ç^îhí7í3ä$ë9ï^îm�$ì7í�ñ/ì7æZç�ähéÑî×é�è>ähç�æZðFë9ê7í3ê7ï�ì3çJé9ì7æ�,�í3õÿ÷ § 5 ÷ 5 2�÷
Eoä$å�ëHõlî±í7è>ñ/èmé9ì7ë�ñÈôºè>ç�é�ì7ë<ð�ë9ê@éÑî±é9è>ähç�ï�ì3æUë<ê7æ9åFñ/éÑî×é�æ¾ï�îhç�æ¾ñ|îbæ9å�èmé�ì@�hç�ähå�æQî±ñ>ñ/ä$ç�æoë9îhè>æ<ä$ç�ç�ì3ëHæ9å�ë¾ñ>ì3æUî±ë � å�ò�ì7ç�é�æ
ï�ìsñ|î±é9è/é9å�ï�ì �në�î±è>ì

α = ω + v
�1îhå�ñ/è>ì3åöï�ì3æqñ>ähç � èmé�å�ï�ì3æ �në�î±è>ì7æ3÷�ãqä$å�æqî��$ä$çFæbîhñ/ä$ë9æ U

� α2(tf )− α1(tf ) = δ α1,f = 0.41
ï�ì � �

� α3(tf )− α2(tf ) = δ α2,f = −0.61
ï�ì � �

� α4(tf )− α3(tf ) = δ α3,f = −0.41
ï�ì � �

î��$ì3í
δ αj,f = δ Lj,f−δΩj,f (j = 1, . . . , n− 1)

÷A"eñ � îqù�è>ì3ç�æ��FëHê3ýJå�è.�×îhñ>ì3ç�í7ìaì7ç�é�ë9ìañ>ì3æoïFì7å%& ê7í7ë<è/é9å�ë9ì3æ �
��ð1î±ë<é�è/ëgï�å�òóä$ò�ì7ç�éZä�8�ñ/ì7æI�×îhñ>ì3å�ë9æ

δΩj,f (j = 1, . . . , n− 1)
æ9ä$ç�é/�
&jê7ì3æ �}ð�åFè>æ9ýJå�ì

L = Ω+ α
÷

: ähòóò�ì
ñ>ì
ò�ä$ç�é�ë9ì
ñ|î � � å�ë<ì 5 �1ñ>ì3æXæ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ S1 ì3é S2 ��ïCô åFç�ì�ð1îhë<é � S3 ì3é S4 ��ïCô î±åFé�ë<ì�ð1î±ë<ém��æ9ä$ç�éð�ñ|î±í7ê3æqæ<å�ëXñ>ì7æZò < ò�ì7æXähë9ù�èmé�ì3æ7÷ : ì7ñ>î�ì7æûéqé9ë�îhï�åFè/éZð�ñ>å�æZü1îhåFéXð1îhë
δΩ1,f = δΩ3,f = 0.0

ï�ì � ÷�øUôºê � î±ñ>èmé�ê
δ α3,f = −δ α1,f

è>ò�ð}ä$æ9ì
ì3ç^ä$åjé�ë9ìsýJå�ì�ñ>ì3æXï�è/æ<éÑî±ç�í7ì3æqì7ç�é�ë9ì
S1
ì3é
S2
�1ïCôºå�ç�ì�ð1î±ë<ém�

S3
ì3é
S4
�1ïCô îhåFé9ë9ì

ð1îhëûém�Qæ<ä$è>ì3çJé�ê � î±ñ>ì3æ ,�îhå�&wð}ì7ëûé�å�ë9ù�î±é�è/ä$ç�æ�ðFë9ú7æ 2 � d = 50
�Jò �Qñ/ì7æ�ähë9ù�èmé�ì7æ�ê3é�îhçJéóí3è>ë<í7å�ñ>îhè>ë<ì7æÜì3éóï�ì

ò < òóì�ë�îm�$ä$çC÷ �bçFìóõ�ä$è>æ�ñ>î^í3ä$ç
� � å�ë�î×é�è>ähç �1ç�îhñ>ìóähùFé�ì3çnå�ì@�Hñ>î � ê7ähòóê@é�ë9è/ì�ï�ì(ñ>îöõ�ä$ë9òóî±é�è/ähç�ê��$ä$ñ/å�ì(ñ/ì
ñ>ä$ç � ï�ì7æaä$ë<ù�è/é9ì7æ ��ò(î±è>æUñ>ì3æaê3íÐî±ë<é�æW�nè>æ<ê7æaì3ç α ì3é Ω ð}ì7ë<òóì@é9é9ì7çJéaï�ìbòóîhè/çJé�ì3ç�è/ëUå�ç�ìbïFè>æ<é�îhç�í3ì d′ ð�ë<äní�ü�ìï�ì
100

�Jò�÷
cbå�ð}ä$è/çJéKï�ì��nå�ìÔï�ì�ñ|î�òóê3íÐîhç�è/ýJå�ì�æ9ð1î×é�è>îhñ>ì@��è>ñ�í3ä$çi�nè/ì7çJé�ï�ì�ç�ähé9ì7ëKýJå�ìÔð}ähå�ëKç�ähé9ë9ìÔîhðFð�ñ>è/íÐî±é9è/ä$ç �

ñÈôºì7æ<æ9ì7ç�é�è/ì7ñCï�ì7æXì3ë � ähñ>ægí7ähç�æ9ä$ò�ò�ê7æZñ/ä$ë9ægï�ì3æXò(î±ç�+så
�në9ì3æXï�ì
ï�ê7ðFñ>ä$è/ì7ò�ì7ç�éZæ9ì3ë�îÜí7ä$çFæ�îhí3ë9ê �Üñ|î�æ9ê7ð�îhë�îA�
é�è/ä$ç ï�ì3æ
ð�ñ|î±ç�æ�í3ä$çJé9ì7ç1î±çJé
ñ>ì7æKæ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ

S1
ì3é
S2
ïCôºå�ç�ìÜð1îhëûém�

S3
ì@é
S4
ïCô îhåFé9ë9ìÔð1îhëûéÐ÷G)Uçzì�>�ì3é �Õñ>ì7æ

�±îhñ/ì7å�ë<æ �jè/æ9ê3ì7æ ð}ä$å�ë�ñ/ì7æ�îhåFé�ë<ì7æ�ð1îhë9îhòóú@é�ë<ì7æ�ä$ë<ù�è/é�îhå%& ,lï�ì3òóè�� � ë9îhç�ï�î(&Fì@��ì'&jí7ì3çJé�ë<è>í3è/é�ê@��è>ç�í3ñ>è/ç1îhèmæ9ä$ç;2
æ9ä$ç�éZæ9ì7çFæ9è>ùFñ>ì3òóì3çJéZê � îhñ/ì7ægîhå%& �±î±ñ>ì3å�ë9ægè/ç�è/é9è>îhñmì7æað}ä$å�ëgíÑü1îhýJå�ì
æ�î×é�ì3ñ>ñ>èmé9ì��næ9îhåFõ�ð}ä$å�ëgñ/ì7ægîhë � åFòóì3çJé�æNï�ì
ñ|î±é9è/é9å�ï�ì �në�îhè/ìh÷Pãbähå�æsí7ä$ç�æûéÑî±é9ì7ë<ä$ç�æ�ýJå�ì�ñ>ì3æsê3íÐîhëûé�æ�ì3çJé9ë9ì�í3ì7æ�ï�ì3ë9ç�è/ì7ë<æ�æ<ì7ë9ähçJé�ä$ùFé�ì3çnå�æ � ë �hí3ì �öï�ì3æ
ò(î±ç�+så
�në9ì7æQéÑîhç � ì7ç�é�è>ì3ñ>ñ/ì7æUð}ì7å(í7ä��Fé�ì3å�æ9ì3æ7÷ : ô ì3æ<égð}ähå�ë9ýJå�ä$è�ç�ä$åFæaç�ä$å�ækè>ç�é�ê7ë<ì7æ9æ<ì7ë<ä$ç�æNðFë9è>çFí7è>ð�îhñ>ì3ò�ì7ç�é
ï1îhç�æ�ñ|î(æ9åFè/é�ì �*ñ�ô ê��$ä$ñ>åjé�è>ähç ïFì7æ
ê7í7îhë<é9æsì3çJé9ë9ìÜñ>ì3æ�ð1îhë9îhòóú@é�ë<ì7æ�ä$ë<ù�è/é�îhå%&�ï�ì

S2
ì3é
S3
÷Cãqä$å�æsîhåFë9è>ähç�æ

ê��nè>ïFì7ò�òóì3çJéXð�å�íÑü�ä$è/æ9è>ëgè>çFï�è >�ê7ë<ì7ò�ò�ì7ç�éZñ>ì3æXæ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ
S1
ì@é
S4
÷

�	� � � ! � � 
���& � &#� � � ��� � ��& �����%!#& � & � & ����� 
���� �

ãqä$å�æ ð�ë<ê7æ<ì7çJé9ä$ç�æ�è>í7èUï�ì7å%&�æ<é9ë�î±é9ê � è/ì7æ�ï�ìóï�ê7ð�ñ/ä$è>ì3ò�ì7çJé�ä$ùjé�ì7çJå�ì3æÔð�îhë çFähé�ë<ìóò�ê3é�üFänï�ìóð}ä$åFë å�ç�ì
�±îhñ/ì7å�ëqï�ì

tf = 7
T<ä$å�ë<æ7÷�øPì ð�ë9äní3ê7ï�ê�ï�ì � ñ>ähù1îhñ/è/æ9î±é�èmä$ç�ï�ê3í7ë9èmé�îhå�ð�îhë�î � ë�îhð�üFì C�÷76�ç�ähå�æ�îóð}ì3ë9ò�è>æqì3ç

ë9ê7îhñ>èmé�ê
ïCôºè>æ9ähñ>ì3ë � ($#*�4����� � � !�����(��  � �6��� �"+�� (���î±å^é9ähéÑî±ñ ,lí3õÿ÷1é�îhù�ñ/ìÐîhå 5 � § Rj÷DC 2'��ýJå�è�í7ä$ë<ë9ì7æ<ð}ä$ç�ï�ì3çJé �å�ç�ìbí3ä$ç�æ<ä$ò�ò(î±é9è>ähçÜé�ähé�îhñ>ìZì7çóì7ë � ä$ñ>æQ�±î±ë9è|î±çJékï�ì 10.62 � � �Jð}ähå�ëkñ|î
ð�ñ>å�æQò(îhå%�±îhè/æ9ì��i� 6.58 � � ð}ä$å�ëkñ>îòóì3è>ñ/ñ/ì3å�ë9ì±÷ EHîhë
î±ù�å�æ
ïFìÜñ|î±ç � î � ì���çFä$å�æ
åjé�è>ñ/è/æ9ì3ë9ä$çFæKï1îhç�æ�ñ|î(æ<å�è/é9ìÔñÈô îhïaT<ì7í@é�èmõHþ � ñ>ä$ù�îhñ���ð}ähå�ë�ï�ê7æ<è � ç�ì3ë
í7ì@é9é�ìsï�ì7ë<ç�è>ú3ë9ì±÷�ãbä$å�æXë�î±ð�ð}ì7ñ/ä$ç�æZýnåFìsé�ä$åjé�ì7æXñ>ì3æXæ<ä$ñ>åjé�è>ähç�æZähùFé�ì3çnå�ì3æbæ<ä$çJéqñ/äníÐîhñ/ì7ò�ì3çJéZä$ðjé�è>òóîhñmì7æ3÷
1��&+��3+���� 1
	%Eoä$åFëXîhç1îhñ$�næ9ì3ëZñ>ì3æZæûé�ë�î×é�ê � è>ì3æZä$ùFé9ì7çJå�ì7æXï1î±ç�æZñ|î�æ9å�èmé�ì��Fç�ä$åFæXïFê��1ç�è/æ9æ<ä$ç�æXñ|î � ë9îhç�ï�ì3å�ë
(Xj−Xi)m

�±ð}ä$å�ëHï�ì3å%&Üæ9î±é�ì3ñ>ñ/è/é9ì7æ
Si
ì@é
Sj
�±ì3é¾í7ä$çFí7ì7ë<ç1îhç�éQñ>ìað1îhë�î±òóú@é�ë9ìaä$ë9ù�èméÑîhñ

X
�±í7ähòóò�ìañ|î:�±îhñ/ì7å�ë

s.tvu	w*xzyz{v|�}~tvxz��xz��y�|�����|��i�?u�{v}~|����M}~�	}=�?u���x���|��	t���xd�	�z����|�}~x��Mx��	{��B���	��x��l|�t	�Mu�{v}D|����	xd�*u�{vxz����}�{vxz���
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òóä��$ì7çFç�ì�ïFì�ñ�ô ê3íÐîhëûéXì7ç
X
ì3çJé�ë<ì�ñ/ì7æZï�ì7å%&öæ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì3æZæ<å�ëXñ|îÔï�å�ë9ê3ì

tf
ïFì�ï�ê3ð�ñ/ä$è>ì3òóì3çJém�Fæ<ä$è/é U

(Xj −Xi)m =
1

tf

∫ tf

0

(Xj(t)−Xi(t)) dt.

^	� (	�0� n �!
0$  �0� ��� P!
��.-��Q
0���

ø�î�í7ähç�æ9ä$ò�òóî±é�è/ä$ç é9ähéÑî±ñ>ì�,læ<ä$òóò�ìÔï�ì7æ�í3ä$ç�æ<ä$ò�ò(î±é9è>ähç�æ�ï�ì3æ�æ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ 2bä$ùFé9ì7çJå�ì�ð1îhë
ç�ähé9ë9ì�ò�ê��
é�ü�änïFì �×îhåFéqï�ähç�ísè>í7è

6.58
� � ÷1øPì7æXò(îhç�+�å%�jë<ì7æXæ9ähçJébîhå�çFä$òÔù�ë9ì
ï�ì 27 îhåöé9ähéÑî±ñX�Fë<ê7ð1î±ë<é�è/ì7æZì7ç

� 6
ð}ä$å�æ<æ9ê7ì3æbæ9å�ëXå�ç�ìsï�å�ë<ê7ìsé9ähéÑîhñ/ì�ï�ì AF÷ 5?5 ;Üü�ð}ä$å�ë

S1
�

� 7
ð}ä$å�æ<æ9ê7ì3æbæ9å�ëXå�ç�ìsï�å�ë<ê7ìsé9ähéÑîhñ/ì�ï�ì AF÷ 5?5 ]Üü�ð}ä$å�ë

S2
�

� 7
ð}ä$å�æ<æ9ê7ì3æbæ9å�ëXå�ç�ìsï�å�ë<ê7ìsé9ähéÑîhñ/ì�ï�ì AF÷ 5 CQ6sü�ð}ä$å�ë

S3
�

� 7
ð}ä$å�æ<æ9ê7ì3æbæ9å�ëXå�ç�ìsï�å�ë<ê7ìsé9ähéÑîhñ/ì�ï�ì AF÷ 5 CQ6sü�ð}ä$å�ë

S4
÷

���	��
�< � e �$ä$ñ>åFé9è>ähçöï�ì3æqð1îhë9îhò�ú3é�ë<ì7æZï�è >�ê7ë<ì7çJé9è>ì3ñ>ægì7ç�é�ë9ìsæ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ S2 ì@é S3 ��æ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç � ñ/ä$ù1îhñ/ì±÷
ø�î � � å�ë<ì <�è>ç�ïFè>ýJå�ì�ýJå�ìóñ|îöæûé�ë�î×é�ê � è>ì�åjé�è>ñ/è/æ9ê3ì�ð}ähå�ë ähùFé�ì3ç�è>ësñÈôºê7í7îhë<é�ï�ì Ω �nè>æ9ê � t = tf

,
δΩ2,f =

0.47
ï�ì � 2'�1ì3çJé9ë9ì S2 ì3é S3 ��í7ä$ç�æ<è>æûé�ì ��í3ä$òÔù�è>çFì7ëZñ/ì7æZï�ì7å%&öì�>�ì3é9æqæ9å�è$�±îhç�é�æ�U

� ñ|î*ïFê7ë9è$�$ì�ïFè >�ê7ë9ì3çJé9è>ì3ñ>ñ/ì�ì7ç Ω ïFå�ì ��ñÈôºì�>�ì3é
ï�å
J2
�Cñ/è>ê3ì ��ñÈôºì�&jè/æ<é�ì3ç�í7ì�ïÕô å�ç�ê3íÐîhëûé�ïÕô è/ç�í7ñ/è>ç1î±è/æ9ähç

ì7ç�é�ë9ìXñ>ì7æQähë9ù�èmé�ì7æ
(i3 − i2)m

, �±îhñ>îhç�éQì7çi�nè/ë9ä$ç
∆ iδΩ2,f

= +0.08
ï�ì � 2��$ñ>å�è��eò < ò�ìgä$ùFé9ì7çJåóð1îhëQï�ì3æ

ð}ä$å�æ<æ9ê7ì3æbü�ä$ë9æXðFñ|îhçöä$ðFð}ä$æ9ê3ì7æqæ9å�ëXñ>ì3æXï�ì3å%&�æ9î±é�ì3ñ>ñ/è/é9ì7æ ,lç�ähç �nè>æ9è/ù�ñ>ì3æZè/í7è32'�
� ñÈôºì�>�ì3ékþÿè/ç�æ<é�îhçJé�îhç�ê'�Kæ<å�ë Ω ï�� �Ôí7ì3æZò < òóì3ægð}ä$åFæ9æ9ê3ì7æXü�ä$ë<æZðFñ|îhç ,�ñ>äníÐî±ñ>èmæ9ê7ì3ægì3çöï�ê3ù�åFéXì@éZì7ç �1çï�ìsï�ê7ðFñ>ä$è/ì7ò�ì7ç�é 2@÷

øPì7ækë<å�ðFé9å�ë9ì3ækï�ìqð}ì3çJé9ìqï�ìXñ|î�í7ä$å�ë<ù}ì , � � å�ë9ì <�2¾ïFä$ç�ç1îhç�é Ω3−Ω2 ì3ç�õ�ä$çFí3é�è/ä$ç�ï�å�é�ì3ò�ð�æUé�ê3òóä$è � ç�ì3çJéï�ìsí7ì3æqì�>�ì3é�æXæ9å�í3í7ì7æ9æ9èmõ�æ7÷

s.tvu	w*xzyz{v|�}~tvxz��xz��y�|�����|��i�?u�{v}~|����M}~�	}=�?u���x���|��	t���xd�	�z����|�}~x��Mx��	{��B���	��x��l|�t	�Mu�{v}D|����	xd�*u�{vxz����}�{vxz���
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ãbähå�æ¾í3ä$ç�æûéÑî±é9ä$ç�æ¾ýJåCôºè>ñnì�&jè/æ<é�ìNê � îhñ>ì3òóì3çJéoå�çÜê3íÐî±ë<é¾ï�ìNï�ì7ò�è$� � ë�î±ç�ï�îA&jìNç�ä$çÔçnåFñjì7ç�é�ë9ìNñ>ì3æHæ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ
(a3 − a2)m

�hï�ä$ç�éQñ>ìgë � ñ>ìNì7æûékì7æ<æ9ì3çJé�è/ì7ñ/ñ>ì7ò�ì3çJéUïCô îhæ9æ<å�ë9ì3ëkñ�ô ê3íÐîhëûé
δ α2,f = −0.61

ï�ì � � t = tf
÷�ãbähå�æ

ë9ì3ñ>ì��$ä$ç�æ
(a3 − a2)m ≈ ∆ aδ α2,f

= +90
ò æ9åFëqñ>î#� � å�ë9ì <F÷

j �213�Q�abO$K� ^	� ( 
 ��� ��)+��, �  
����, ��� �	��� � ��� �  
�  
% �	,-� ��� �/� � ��� �/)+��,��  
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���	��
�V � eQ�hä$ñ>åFé9è>ä$ç�ï�ì3æqð1îhë9îhòóú@é�ë<ì7æXïFè >�ê7ë9ì3çJé9è>ì3ñ>ægì7ç�é�ë9ìsæ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ S2 ì3é S3 ��æ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç�ñ>äní7îhñ>ì±÷

ãqä$å�æ�í7ä$ç�æûéÑî±é9ä$ç�æ
æ<å�ë
ñ>î � � å�ë<ì V*ýJåCôºå�ç�ê3íÐîhëûésïFìÜï�ì3òóè�� � ë9îhç�ï îA&jì (a3 − a2)m ≈ −45 �Jò¡î*ê3é�ê
í7ë<ê7êNì7ç�é�ë<ìNñ>ì3æoæ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ

S2
ì3é
S3
÷ : ì3é<é�ì��±îhñ/ì7åFëoí7ähë9ë9ì3æ9ð}ä$çFïÜì3ç�õlîhè/é �qñ|îqýJå1îhç�é�èmé�ê

∆ a2π
ï�îhç�æ , 5 9�2�÷×ø�î

í7ä$çFï�è/é9è>ä$ç , 5 9�2kì3æ<éXîhñ/ä$ë9æaæ9î±é�è/æ<õlîhèmé�ì@�jîm�$ì7í
k = 1

�jñ/ìbé9ì7ë<òóì
∆ aδ α2,f

,��
+90

ò?2kê@éÑîhç�égè>í3è�ç�ê � ñ>è � ì7îhù�ñ/ì
ï�ì��×îhçJé

∆ a2π
÷¾ãqä$å�æÜä$ùFæ9ì7ëC�$ä$ç�æ�ù�è/ì7ç å�ç-ê3íÐîhëûé�ïCôºå�ç�ì�ë9ê��$ä$ñ>åjé�è>ähçBì7çJé9ë9ì

S2
ì@é
S3
�Hð�å�è>æ<ýJå�ìöñ�ô ê3íÐî±ë<é

�1ç1îhñCì7ç�é�ë9ìsñ>ì3æqîhë � å�ò�ì7ç�é�æZï�ìsñ|î±é9è/é9å�ï�ì �në�îhè/ì
ì7æ<éqæ9å�ð}ê3ë9è/ì7å�ë:� 360 ï�ì � æ<å�ëXñ|î � � å�ë<ì VF÷
øUôºê7í7îhë<é�ïCôºè>ç�í3ñ>è/ç1îhè/æ<ä$ç ,

(i3 − i2)m = +0.05
ï�ì � 2��UýJå1î±çJé �zñ/å�èX�Hì3æ<éóñ>ä � è/ýnåFì7ò�ì7ç�é�è>çFõ�ê3ë9è/ì7å�ë �zñ>î

�±îhñ/ì7å�ë
∆ iδΩ2,f

= +0.08
ï�ì � �Hä$ùjé�ì7çJå�ì�ð}ä$å�ëÔñ>î�æ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç � ñ>ä$ù�îhñ>ì±÷ : ô ì3æ<é�ì7ç-ì	>Õì@é�ñ|îöþeæ9ä$ò�ò�ì���ï�ì7æ

ï�ê7ë<è.�$ì3æ �jë9ê3æ9å�ñméÑîhç�éNï�ì3ægê3íÐî±ë<é�æNï�ìbï�ì7ò�è$� � ë�î±ç�ïóîA&jìKì3éNïCôºè>ç�í3ñ>è/ç1îhè/æ<ä$ç ��ýJå�è�ì3æ<égåFé9è>ñ/è/æ9ê3ìbð}ähå�ëaï�ê7í7îhñ>ì3ëañ>ì7æ
ð�ñ|î±ç�æZï�ì7æqähë9ù�èmé�ì7æZí3ä$ë9ë9ì3æ9ð}ä$çFï1îhç�é�ì7æbïFìsñ|î#�×îhñ>ì3å�ëZï�ì7òóîhç�ïFê7ì��

t = tf
÷

øUôºê��$ähñ>åFé9è>ä$ç�ïFì7æ�îhåFé9ë9ì7æ
ð1îhë9îhòóú@é�ë<ì7æ
ê@éÑîhç�é�æ<è>ò�è>ñ/îhèmë9ì#�*í7ì7ñ/ñ>ìÔä$ùFæ9ì7ëC�$ê7ì�ð}ä$å�ë
ñ>î*æ9ähñ>åFé9è>ä$ç � ñ/ä$ù1îhñ/ì@�
ç�ä$å�æXç�ì
õ�ä$å�ë<ç�è>æ<æ9ä$çFæXð1îhæXè>í3èCñ>ì3æXí3ä$å�ë9ù}ì3æqí7ä$ë<ë9ì7æ<ð}ä$ç�ï1î±çJé�ì3æ7÷

�	��� ����
�� � � � 
�� ��& ��� � � ������!#����& ����
�� ����& ��
�� � �	� &
tf

� ���%��&

"eñQç�ä$å�æ æ9ì3òÜùFñ>ì �^ð�ë<ê7æ9ì3çJéÔè>ç�é�ê3ë9ì7æ<æ�îhç�éÔïÕô ê@é�å�ï�è/ì7ë ñ�ô ê��$ä$ñ>åFé9è>ähç�ïCôºå�ç�ì(æ<ä$ñ>åFé9è>ä$ç�ï�ähç�ç�ê3ì(ñ>ä$ë<æ9ýJå�ìóñ|î
ï�å�ë<ê7ìZï�ìZï�ê3ð�ñ>ähè>ì7ò�ì7ç�é �±î±ë9è>ì±÷$ãqä$å�æUç�ähå�æ¾õ�äníÐî±ñ>è>æ<ä$ç�æHï�îhç�æUí3ìXð�îhë�î � ë�îhðFü�ìgæ9å�ëUñ>îKæ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç�ï�è/é9ìkþ � ñ>ä$ù1î(�
ñ>ì'�Nï�ê7í3ë9è/é9ìXîhåÜð1îhë�î � ë�î±ð�ü�ì Rj÷ 5 ÷ 6��hì3éQç�ähå�æUì�&Fîhò�è>ç�ähç�æ¾ñÈôºê��$ä$ñ/åFé�è/ä$ç�ï�ìZí7ì@é9é�ìZæ<é9ë�î±é9ê � è/ìgð}ä$å�ëUñ/ì7æ �±îhñ/ì7å�ë<æ
æ9å�è$�±îhç�é�ì3æqï�ì

tf
U
3.5, 7, 14, 16.5

�1ì@é/�1ç1îhñ/ì7ò�ì7ç�é
19

T<ä$å�ë<æ7÷
j �213�Q�abO$K� ^	� ^ 1 )+� ����)+� � �/)+%&%���� � ��%&��, ��� � �	� � �� �+ � �	��� %  #"$��%  � �

tf = 19
�#)+� � � �  
� ����� �

��)+�	� ��� ��)+� � � �� � ��%&��, � ����-#)+���	,-� )+�����	%��	��, ��)+%&���  ��������)+,-� � � ) 

� �	� ��� � �  
� ����)+, � � ��)+� � 

� �  
, � )+�

%  
, �	��� ����� � � ��� 1 � � , �  � � �  
� � ���
	 	�� * �*)+� � ����� �
��� ����� �	�/�2�	��� �	��� ��� � � ����)/�/�	������ 
, � )+� � �
� ���  
� J2
�	,

�� �#�	� �	� " ��� ��, � ����% �	�	� ' ��� ��� �� % �	, ��) ���(��� �*)�������� �	��,-�  
	����	��, � ��� ,��	% ��� �����  � �	��� � �	%����	��� �	%��	��,
� )+��
+� � �
)+��� �(%��	,-, �	��,*�	� ���������(��)+, � � �/)
� �
�	�(*
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�qç�ì�õ�ähè>æsì7çFí7ä$ë<ì���ç�ähå�æ ç�ä$åFæ ë9ì3æ<é�ë<ì7è � ç�ä$çFæ ��ñ�ô ê@é�å�ï�ì�ï�ì3æ ð1îhë�î±òóú@é�ë9ì3æ�ï�è7>Õê3ë9ì7ç�é�è/ì7ñ/æ�îhæ9æ<äní7è/ê7æ�îhå�&
æ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ

S2
ì3é
S3
÷PøPì7æsï�ì3å%&zæ9ê3ë9è>ì3æsï�ì�í7ähå�ë9ù}ì3æ�ï�ì7æ � � åFë9ì7æ 9*ì3é ;�í7ä$ë<ë9ì3æ9ð}ä$ç�ïFì7çJé�îhå�&zï�åFë9ê7ì3æ�ï�ì

ï�ê7ðFñ>ä$è/ì7ò�ì7ç�ésë9ì3æ9ð}ì3í3é�è$�$ì7æ
tf = 3.5

ì@é
tf = 19

T<ähå�ë9æ��Píhôºì7æûé#�öïFè>ë9ìÜñ/ì7æsï�åFë9ê7ì3æ ì'&jé9ë < òóì3æ ì3çi�nè/æ�î � ê3ì7æ
ñ>ä$ë<æsï�ì�ç�ähæ í7îhæ<��é�ì3æ<é�æ3÷oøPì7æ îhñ>ñ/å�ë9ì3æsïFì7æ í3ä$å�ë9ù}ì3æ ð}ä$å�ë�ïFì7æ ï�åFë9ê7ì3æ è>çJé9ì7ë<òóê3ï�è|î±è/ë9ì3æ
æ9ä$ç�é æ9ì7òÔù�ñ>îhù�ñ/ì7æ��
æ9ì3å�ñ>ì3æqñ>ì3æI�±î±ñ>ì3å�ë9æXçJå�òóê3ë9è/ýJå�ì7æXï�è >�ú7ë<ì7ç�éÐ÷

���	��
!9 � e �$ä$ñ/åFé�è/ä$çöïFì7æqð1î±ë�îhò�ú3é9ë9ì3æXï�è7>Õê3ë9ì7ç�é�è/ì7ñ/æZì3çJé�ë<ì
S2
ì3é
S3
��æ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç � ñ/ä$ù1îhñ/ì�� tf = 3.5 T<ä$åFë9æ7÷

���	��
�; � e �$ä$ñ>åjé�è>ähçöï�ì3æqð1îhë9îhò�ú3é9ë9ì7æZï�è >�ê7ë<ì7ç�é�è>ì3ñ>ægì7ç�é�ë9ì
S2
ì3é
S3
�1æ<ä$ñ>åjé�è>ähç � ñ>ä$ù�îhñ/ì�� tf = 19 T<ähå�ë9æ3÷

"eç�é�ê3ë9ì7æ<æ9ä$çFæ�ç�ähå�æÔïCô îhù}ähë9ï ��ñÈôºê��hä$ñ>åFé9è>ähç�ï�ì*ñ�ô ê3íÐî±ë<é�ï�ì*ïFì7ò�è$� � ë�îhçFï�îA&jìh÷¾ãqä$å�æ�í7ä$çFæ<éÑî×é�ä$ç�æ�ýnåFì
ñ|î �×îhñ>ì3å�ë�ç�ê3í7ì7æ<æ�îhè>ë<ì ��ñ>îöí7ë<êÐî±é9è>ä$ç�ï�å�ïFê7ð�ü1î±æ�î � ì �1ç1î±ñ δ α2,f = −0.61 ï�ì � ï�è>ò�è/çnåFì�ñ>ä � è/ýnåFì7ò�ì7ç�é

s.tvu	w*xzyz{v|�}~tvxz��xz��y�|�����|��i�?u�{v}~|����M}~�	}=�?u���x���|��	t���xd�	�z����|�}~x��Mx��	{��B���	��x��l|�t	�Mu�{v}D|����	xd�*u�{vxz����}�{vxz���
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ñ>ä$ë<æ9ýJå�ìzñ/ì é9ì7ò�ð�æ�îhñ/ñ>ähå�ê�îhåÛï�ê3ð�ñ>ä$è/ì7ò�ì7ç�éöîhå � ò�ì7ç�é�ì±÷ �bè>ç�æ<èX�Ní3ì3é9é9ì �±î±ñ>ì3å�ë�ð1îhæ9æ<ì�ï�ì 175 ò ð}ä$åFë
tf = 3.5

T<ä$åFë9æ:�
40
ò ð}ä$åFë

tf = 19
T<ä$å�ë9æ3÷

ãqä$å�ækä$ù�æ9ì3ëE�$ähç�æNì7ç�æ<å�è/é9ìbæ<å�ëañ/ì7æ � � åFë9ì7æ�9sì@é�;sýnåFìKñ>îsí7ähçJé�ë<è>ù�åjé�è>ähç�ï�ìXé<�nð}ìZþÿïFê7ë9è$�$ìqï�å�ìbîhå J2 �a�ñ|îKí7ë9ê7î±é�è/ä$çÜï�ìZñÈôºê7í7îhë<é �1ç1î±ñ�ïCô îhæ9í3ì7ç�æ<è>ä$ç�ïFë9ä$èmé�ìgï�å�ç�+så�ï�îhæ9í3ì7ç�ï�îhçJé ,
δΩ2,f = +0.47

ïFì � 2¾îhå � òóì3çJé9ì
î��$ì3í

tf
÷	�Kè/ç�æ9è-��ñ>î�ð1îhë<é9è>ì ,lí7ì3çJé9ë�îhñ/ì 2sï�ì(ñ|î�í7ähå�ë9ù}ì*îhæ9æ<äní7è>ê3ì �

tf = 3.5
T<ähå�ë9æ ð�ë9ê3æ9ì7ç�é�ì*å�ç�ì(ð}ì7ç�é�ì

ýJå1îhæ9è��eçJå�ñ>ñ/ìZé�îhç�ï�è/ækýJå�ì��nð}ä$å�ë
tf = 19

T<ä$å�ë<æ �JñÈôºì�>�ì3éaï�ìbñ>î�ïFê7ë9è$�$ìbì3æ<éNæ9å�ð}ê3ë9è>ì3å�ë ��í7ì3ñ>å�è�ï�ì7æað}ä$å�æ<æ9ê7ì3æ7÷
ãqä$å�æ ë9ì7òóîhë<ýnåFä$ç�æ�ì3ç
�1çBýJå�ì(ñ>ì7æ �×îhñ>ì3å�ë9æ ï�ì(ñ�ô ê3íÐîhëûé�ïCôºè>çFí7ñ/è>ç1îhèmæ9ä$ç�ë9ì3ñ>ì��$ê7ì7æ�ì�&jð}ê7ë<è>ò�ì7ç�éÑîhñ/ì7ò�ì7çJé

îhå � ò�ì3çJé�ì3çJékîm�$ì7í tf ,�ï�ì 0.048 � 0.115 ï�ì � 2@÷�ãqä$å�æQ�$ì3ë9ë<ä$ç�æQí7ì3ð}ì7ç�ï�îhçJéaýJåCôºì7ç�ë9ê7îhñ>èmé�êNí7ì@é9é9ì � ë�îhç�ïFì7å�ëçCôºê��$ä$ñ/å�ìsð1îhæXï�ìsòóîhç�è>ú3ë9ì�òóähç�ähé�ähç�ìh÷
øPìgéÑî±ù�ñ>ì7îhåÜæ9å�è$�±îhçJéQë<ê7æ<å�òóìZñ>ì3æUò�ì7æ9åFë9ì7æ

(a3 − a2)m
ì@é
(i3 − i2)m

ïFì7æQòóä��$ì7çFç�ì7æUé�ì3òóð}ähë9ì7ñ/ñ>ì3æ¾ï�ì3æ
ê7í7îhë<é9æ
ï�ìÜï�ì3òóè�� � ë9îhç�ï îA&jìÜì@ésïCôºè>çFí7ñ>è/ç1îhèmæ9ä$ç �}ë<ì7æ9ð}ì3í3é9è.�$ì3òóì3çJéÐ÷Pø�î*í7ä$çFæ9ä$ò�ò(î×é�è/ä$ç^é�ä±éÑîhñ/ìÔîhæ<æ9äní7è/ê7ì cì7æûé ê � î±ñ>ì7ò�ì3çJésò�ì7çJé9è>ä$çFç�ê7ì@�Pð}ä$åFë�íÑü1î±ýnåFì �±î±ñ>ì7åFësï�ì tf é9ì7æ<é9ê7ì±÷ )Uç
�1çG� (Ω3 − Ω2)d

δΩ2,f
× 100 �Pï1î±ç�æ�ñ>îï�ì7ë<ç�è>ú3ë9ìZí3ä$ñ>ähç�ç�ì��hï�ê3æ9è � ç�ìZñ|îa�±î±ñ>ì7åFëUï�ìZñ>î�ï�ê3ë9è$�$ìZï�ìZñÈôºê7í7îhë<éUïCô îhæ<í7ì3ç�æ9è/ä$ç�ï�ë<ä$è/é9ìgï�å�ç�+så�ï�îhæ<í7ì7çFï1îhçJé �

ì�&jð�ë<è>ò�ê7ìsì3ç^ð}ä$åFë9í7ì3çJé�î � ìsï�ìsñÈôºê7íÐî±ë<éZé�ä±éÑîhñ δΩ2,f ÷

tf
, T<ähå�ë9æ 2

c
, � � 2 (a3 − a2)m

,lò?2
(i3 − i2)m

,lïFì � 2 (Ω3 − Ω2)d
δΩ2,f

× 100

3.5 6.99 175 0.048 4.5

7 6.58 90 0.084 14.7

14 5.49 55 0.115 41.5

16.5 5.23 50 0.114 49.0

19 4.78 40 0.115 56.6

��� � 
K6 � eQ�$ähñ>åFé9è>ä$ç�ï�ì3æqð1îhë9îhòóú@é�ë<ì7æqîm�$ì7í tf ÷

)Uç�ðFë9ì7ò�è>ì3ë�ñ/è>ì3å �ÐñÈôºê��hä$ñ>åFé9è>ähçsï�ìkñ>îXí3ä$ç�æ<ä$ò�ò(î±é9è>ähç
é9ähéÑî±ñ>ìUì7ç ì3ë � ä$ñ/æ�ì7æûéoí7ä$çFõ�ähë9ò�ìW�Xç�ä$æoî±é<é�ì7ç�é�ì3æ�U�ì7ñ/ñ>ì
ï�è>ò�è/çnå�ìqñ/ä$ë9æ<ýnåFìKñ>ìqé�ì3òóðFæNï�ìKï�ê7ð�ñ/ä$è>ì3òóì3çJéNîhå � òóì3çJé9ì��jí7îhëNñ>î æûé�ë�î×é�ê � è>ìbä$ðFé9è>òóîhñ/ìXð�ë9ä��Fé�ìKï�ìKð�ñ>åFæNì7ç
ð�ñ>åFæUï�ìXñÈôºì�>�ì3éQïFå

J2
÷ )QçFæ9å�èmé�ì��$ç�ä$å�æQähùFé�ì3ç�ä$ç�æQí7ähç
�1ë9òóî±é9è>ä$çÔï�ìXñÈôºä$ù�æ<ì7ëC�±î±é�è/ä$çÔõlîhèmé�ìgð�ë9ê3í7ê3ï�ì7ò�ò�ì7ç�é U

ñÈôºê7í7îhë<é�ï�ìÜï�ì3òóè�� � ë9îhç�ï îA&jìÜç�ê3í7ì7æ<æ�îhè/ë9ì �*ñ>î(í7ë<êÐî±é9è>ä$ç ï�åzï�ê3ð�ü1îhæ9î � ì#�1ç1îhñ δ α2,f ïFè>ò�è/çnå�ì ýnå�îhç�ï tfí7ë<ä �>é7÷
cbì�ò < òóì@�gñ|î ï�ê3ë9è$�$ì�ë9ì3ñ|î×é�è.�$ì ì7ç

Ω
îhå � òóì3çJé9ìzë9ê � å�ñ/è>ú7ë<ì7ò�ì7ç�é�î��$ì3í tf �Zñ|îBæ<é�ë9î±é�ê � è>ì�åFé�è/ñ>è/æ9îhçJéð�ë9ä � ë9ì3æ9æ9è$�$ì7ò�ì7ç�é ñ�ô ì	>Õì@é�ï�å J2 ��îhå�ïFê3é�ë<è>ò�ì7ç�ésï�ì�ñ�ô ì	>Õì@é�ïFè>ë9ì3í3ésï�ì7æ�ð}ä$å�æ<æ9ê3ì7æ ü�ä$ë9æsð�ñ>îhçzæ9å�ë Ω ÷ )Qçë9ì��±îhç�íÑü�ì@�¾ç�ähå�æ�í7ä$çFæ<éÑî±é9ä$ç�æ�ýJå�ì*ñ�ô ê3íÐîhëûé�ïCô è/ç�í3ñ>è>ç�îhè/æ<ä$ç�îhå � òóì3çJé9ì(ï1î±ç�æ�å�çBð�ë9ì3òóè/ì7ësé�ì3òóð�æ ð�å�è>æ æ9ì

æ<é�îhù�è>ñ/è/æ9ì ��ð�îhë<é�è/ëgï�ì
tf = 14

T<ä$å�ë9æ/��ñ>î#�±î±ñ>ì7åFë
0.115

ï�ì � ÷
"eñ�ì7æûé�ï�ìzç�ä$å%�$ìÐîhåÊð}ä$æ9æ<è>ù�ñ/ì�ï�ìzí7ähç
�1ë9ò�ì3ëöí3ì7æ�ë<ê7æ<å�ñ/é�î±é�æ � ñÈô îhè>ï�ì�ïCôºå�çÊíÐîhñ/í7å�ñ
î±ç1îhñ.�Jé9è>ýJå�ì��Nì7ç

æ9å�ðFð}ä$æ�îhç�ékï�ì7æUò(î±ç�+så
�në9ì7æUè>ò�ð�åFñ>æ9è/ähç�ç�ì3ñ>ñmì7æ��±ì3éQë9ê3ð1îhëûé�è>ì3æUæC�jò�ê3é9ë9è/ýnåFì7ò�ì7ç�éQì7çJé9ë9ìZñ>ì3æUæ9î±é�ì3ñ>ñ>èmé�ì3æ � ( � (
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ì@éUñ|îbæ<é9ë�î±é9ê � è/ìQþûîhñmé�ì3ë9ç1î±é9è$�$ì�� ,lí@õÿ÷ § Rj÷ 5 ÷ 5 2�ì3æ<éUç�ähé�ê3ìgæ9ä$ñ 5 ÷hãbä$å�æ¾ë<ì7ð}ä$ëûé�ä$ç�æ��hð}ä$å�ë¾íÑü1î±í7å�ç�ìZïCôºì7ç�é�ë<ìì7ñ/ñ>ì3æ �nñ|î í7ähç�æ9ähòóòóî±é�è/ä$ç�é9ähéÑîhñ/ìbí@�Fñ>î ýnå�îhçJé9è/é9ê
(1− θ) �jñÈôºê7í7îhë<éNò(î(&Fè/òÔå�ò ∆mmax

ï�ì�í3ä$ç�æ9ähòóòóî±é9è>ähç
ì7ç�é�ë9ìsñ>ì3æXæ9î±é�ì3ñ>ñ>èmé9ì7æ �Fì@é/�1ç1îhñ/ì7ò�ì7ç�é

γ × 100 ñ>î#�×îhñ>ì3å�ëXïFì γ îhæ<æ9äní3è>ê7ì@�1ì�&jð�ë9è/òóê3ìsì3ç^ð}ä$åFë9í7ì3çJé�î � ìh÷

æ9ähñ í , � � 2 (1− θ) ∆mmax

, � � 2 γ × 100
1 10.62 2.0× 10−6 5.83× 10−1 5.5

2 8.84 1.7× 10−5 1.97 22

3 8.54 7.5× 10−5 4.06 48

4 7.34 1.4× 10−11 1.61× 10−3 0.02

5 7.12 1.5× 10−7 1.60× 10−1 2.2

6 7.05 1.2× 10−7 1.38× 10−1 2.0

7 6.58 4.7× 10−8 8.61× 10−2 1.3

32 8.72 1.7× 10−5 1.88 22
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 5 � �Nè>ñ>îhç�ïFì7æqí3ä$ç�æ9ähòóòóî±é9è>ähç�ægì3éqï�ìsñ/ì7å�ë<æXë9ê3ð1îhëûé�è/é9è>ä$çFæ7÷
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)Uç ð�ë<ì7ò�è>ì3ë�ñ/è>ì7åG�Ðç�ä$å�æoîm�$ä$ç�æ�ä$ù�æ<ì7ëC�$êNæ<å�ë�ñ>ì3æ�í3ä$å�ë<ù}ì7æ-,�ç�ä$ç ðFë9ê7æ<ì7ç�é�ê7ì3æ¾è/í7è72ÕýJå�ìaæ<ä$ñ
32
í7ä$ë<ë9ì3æ9ð}ä$ç�ï#�

å�ç�ìQæ<é�ë9î±é�ê � è>ìUïFå ò < ò�ì¾é3�jð}ìQýnåFìkæ9ä$ñ
3

�Ðï�å�ð}ä$è>ç�é�ï�ìQ�nå�ìkï�ìQñ|îgòóê3íÐîhçFè>ýJå�ìQæ<ð1î±é�è>îhñ/ì
, �±îhñ/ì7å�ë<æ�ï�ì3æ�ê7íÐî±ë<é�æ
ïCôºè>ç�í3ñ>è/ç1îhè/æ<ä$ç �jïFìsï�ì3òóè�� � ë9îhç�ï�î(&Fì 2@÷�)Uç�ë<ì��±î±ç�í�üFì�ì7ñ/ñ>ìKð�ë9ê3æ9ì3çJé�ìsñ|î�ò < òóì �×îhñ>ì3å�ëZïFì θ , = 0.999983 2ýJå�ìZæ9ähñ

2

÷MEHîhë¾îhè/ñ>ñmì7å�ë<æ �×ñ|î:�±îhñ/ì7å�ëHï�ì
γ
ì3ç�ð}ähå�ë9í3ì7ç�éÑî � ìgì7æûéQð�îhæ9æ<ê7ìZê � î±ñ>ì7ò�ì3çJéQ� 22 �±í7ìgýJå�èFí7ä$ë<ë9ì7æ<ð}ä$ç�ï

��åFç*ê7íÐî±ë<égòóîA&jè>òÔå�òWï�ìKí3ä$ç�æ<ä$òóòóî±é9è>ähçóæ<è>ò�è>ñ/îhèmë9ìXì7ç*ë9ì3ñ|î±é9è/õÿ÷JøUô ê3íÐî±ë<égòóîA&jè>òÔå�òWì3ç �×îhñ>ì3å�ëNîhù�æ9ähñ>å�ì
ì7æûébýnå�îhçJéa��ñ>å�èCð�îhæ9æ<ê ï�ì

4.06
� � � 1.88 � � ÷ )Uç
��ç ��ñ|îÜí3ä$ç�æ<ä$òóòóî±é9è>ähç � ñ>ä$ù�îhñ/ì
î�îhå � ò�ì7ç�é�ê@�1í7ähòóò�ìîhç�ç�ähç�í7ê@��ð}ä$å�ë�î×é9é�ì3è>ç�ïFë9ìUñ>î �×îhñ>ì3å�ëPï�ì

8.72
� � ÷ : ì7æ�ë9ê3æ9å�ñméÑî±é9æPè>çFï�è>ýJå�ì3çJéPýnåÕô è/ñ$ì7æûé�ð}ä$æ<æ9è/ù�ñ>ì¾ï�ìQò�änï�è$�1ì7ë

æ9è/òóð�ñ/ì7ò�ì3çJé ñ>î^ë<ê7ð1î±ë<é�èmé�è/ä$ç�ïFì7æÔòóîhç�+så%�jë<ì7æ�ì7ç�é�ë<ì*ñ/ì7æ æ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ�ð}ä$å�ëÔî±òóê3ñ>è/ä$ë<ì7ësñÈôºê7ýJå�è/ñ>è/ù�ë9î � ì�ï�ì3æ
í7ä$çFæ9ä$ò�òóî±é�è/ä$ç�æ��jé�ä$åjéqì3ç^í3ä$ç�æ9ì3ëE�±î±çJé � ñ>ähù1îhñ/ì7ò�ì3çJéZñ>îÜò < ò�ì
æûé�ë�î×é�ê � è>ì
ï�ìsòóîhç�+så
�në9ì3æ7÷

� � � � 
 �$� �#��� �

ãqä$å�æ(î��$ähç�æ(ð�ë<ê7æ9ì3çJé9ê è>í3èqåFç�ì�ò�ê3é�üFänï�ì^ì�	�íÐî±í7ì ïFì�íÐî±ñ>í3å�ñqï�ì^ò(î±ç�+så
�në9ì3æ(ä$ðFé9è>òóîhñmì7æ�ï�îhç�æ(ñ/ì
íÐîhæXï�å�ï�ê3ð�ñ>ähè>ì3òóì3çJéZïCôºå�ç�ìsõ�ähë9òóî±é�è/ähç�ï�ìsæ�î×é�ì3ñ>ñ>èmé9ì7æI��ð}ä$åFæ9æ9ê3ì í3ä$çJé9è>çJå�ìh÷1ø�îÜò�ê3é�üFänï�ì���ýJå�èPò < ñ>ì�ñ>ì7æ
é�ì3í�ü�çFè>ýJå�ì3æXï�ì�í7ähçJé�è/çnå�î±é�è/ä$ç%�eñmè/æ<æ�î � ìKì@éZï�ì�í7ähòóòóîhç�ïFìKä$ðFé9è>òóîhñ/ì@�nè/ç�í7ñ/åFéNç�ähéÑî±òóò�ì7ç�éNå�ç�ì�ð�ë9äní3ê7ï�åFë9ì
ïCôºè>ç�èmé�è>îhñmè/æ9î±é�èmä$ç�ähë9è � è>ç�îhñ/ì@����î±ù�ñ>ì@�gì3é�ýJå�è
ð}ì7ë9ò�ì@é�ñÈô îhï1î±ðFéÑî±é9è>ähç�ï�ìzí7ì3æöé�ì3í�üFç�è>ýJå�ì3æ�îhåÊí7îhæöòÔå�ñ/é9è��
æ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì±÷G)Uñ/ñ>ì�è/çJé�ú � ë9ì�ì7çzä$åFé9ë9ìÔñ|î(ð}ä$æ<æ9è/ù�è>ñ/èmé�ê ï�ìÜò�änï�è.��ì7ëKå�çFìÜæ9ä$ñ/åFé�è/ä$ç ï�ähç�ç�ê7ìÜð}ä$å�ë�è>ò�ð}ä$æ<ì7ëKå�ç
í7ì3ë<éÑî±è>çöï�ì � ë9êsï�ìsë9ê7ð�îhë<é9è/é�è/ä$ç�ïFì7æqí3ä$ç�æ9ähòóòóî±é�è/ä$çFægì7çJé9ë9ìsñ>ì3æXæ9î±é�ì3ñ>ñ>èmé9ì7æ7÷
ø�îöò�ê3é9ü�änï�ì�îöê3é9ê �±îhñ/è>ïFê7ìÜæ9å�ëså�ç�ð�ë<ä$ù�ñ>ú3ò�ì�ïFì�ï�ê7ðFñ>ä$è/ì7ò�ì7ç�ésì7ç�ähë9ù�èmé�ìÜù1îhæ<æ9ì@��ï1îhçFæ�ñ>ì3ýJå�ì7ñUñ>ì7æ

ê7ýJå1î±é9è>ä$çFæqïFå^ò�ä$å
�$ì3òóì3çJéqïFì7æqæ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì3æZæ<ä$çJéqç�ä$ç�ñ/è>ç�ê7îhè/ë9ì3æZì3éqð�ë<ì7ç�çFì7ç�éKì7ç�í7ä$ò�ðFé9ìsñÈôºè>ç%�1å�ì7çFí7ìsï�å
é�ì3ë9ò�ìQì3ç

J2
÷�øPì3æ�ï�è$	�í7å�ñmé�ê3æ�çnåFòóê3ë9è>ýJå�ì3æ�í7ä$ç�çJå�ì7æ�ï1îhçFæ�í3ìkí3ä$çJé9ì�&né�ìkç�ìQæ9ähçJé�ð1î±æ�åFç�õ�ë<ì7è/ç �XñÈôºì�	�í7îhí7èmé�ê

ï�ìbñÈô îhñ � ähë9è é�ü�ò�ì@�$íÐîhð1î±ù�ñ>ìqï�ìbí7îhñ>í3å�ñ/ì7ëQï�ì7æaæ<é�ë9î±é�ê � è>ì3æañ/äníÐîhñ/ì7ò�ì3çJékähðFé�è/ò(î±ñ/ì7æQïFìbï�ê7ð�ñ/ä$è/ì7ò�ì7çJékæ<å�ëaå�ç�ì
�nè>ç � é�îhè>çFìZï�ì T<ä$å�ë9æ3÷`c�îhç�ækñ/ìXí7îhækïFìqç�ähé9ë9ìqîhð�ðFñ>è/íÐî±é9è/ä$ç �±æ9ì7ðjéNæûé�ë9î±é�ê � è>ì3ækîhå�é�ähé�îhñ�ä$çJéQï�ä$ç�íXê3é�êXè>æ<ä$ñ>ê3ì7æ
ì3é�í7ä$ò�ð1îhë<ê7ì3æ�ð}ä$å�ë

tf = 7
T<ä$å�ë<æ7÷f)Qñ/ñ>ì3æsä$ç�é�ð}ì7ë9ò�è/æsï�ì�ë<ê��$ê3ñ>ì7ësñÈôºè>çJé9ê7ë < ésï�ì�í3ì�é<�nð}ì�ï�ì�ò�ê3é9ü�änï�ì7æ

ï1îhç�æ�å�çwí7ä$ç�é�ì'&jé9ì�ä�8wñ>ì3æ�ï1î±é9ì7æ��Qñ/ì7æ�ïFå�ë9ê3ì7æ �Qì3é�ñ�ô ähë9è>ì3çJé�î±é�èmä$ç ï�ì3æ�ð}ä$å�æ<æ9ê3ì7æ(çFì�æ<ä$çJé�ð1î±æ�í3ä$ç�çJå�ì7æ
� ñÈô î��±î±ç�í7ì±÷Uãqä$å�æ�îm�$ä$ç�æÜê � îhñ/ì7ò�ì7ç�éÜò�ä$ç�é�ë9ê(ýJåCô ��ñ>î�ñ>è/ò�èmé9ì���ñ/ì*ñ>ä � è/í7è/ì3ñaðFë9änï�å�è/æ�îhèméÔï�ì3æ�òóî�+så
�në9ì3æ
ýJå1îhæ9è��eè/òóðFå�ñ/æ9è/ähç�ç�ì3ñ>ñmì7æ7÷
"eñUæ9ì7ë9îhèmé�î±åaT<ä$å�ë<ïCô üJå�èQè/çJé�ê3ë9ì3æ9æ�î±çJé ï�ìóí3ä$ç�æ<è>ï�ê3ë9ì3ë ï�ì�ç�ä$å%�$ì7ñ>ñ/ì7æ�îhð�ð�ñ/è>í7î±é�è/ähç�æ �Cí3ä$òóò�ì�ñ/ì7æ
õ�ä$ë9òóîA�

é�è/ä$ç�æKì3ç�ä$ë9ùFè/é�ì , 
 )W+92'�Õî@�1ç�ïFì�é�ì7æûé�ì3ë
çJå�ò�ê7ë9è/ýJå�ì7ò�ì7ç�é�ñ|îóò�ê3é9ü�änï�ì�ï1îhç�æ�åFçzîhåFé�ë<ìÔí3ä$ç�é�ì�&né9ìh÷PøPì7æ
îhð�ð�ñ/è>í7î±é�è/ähç�ægð}ähé�ì3çJé9è>ì3ñ>ñ>ì3ægì7çöé�ì7ë<òóì
ïCô îhç1îhñ$�næ9ìsï�ìsò�è>æ9æ<è>ä$çFæXî±í3é�åFì7ñ>ñ/ì7æZì3éZõ�åFé�å�ë<ì7æqæ<ä$ç�éqç�ä$òÔù�ë9ì3å�æ9ì3æ7÷
)Uç
��ç ��è>ñ±ë9ì7æûé�ìW�Zï�ê��$ì7ñ/ä$ð�ð}ì3ë�åFç�ò�ä(�$ì3ç�ïFì � îhë9îhç�é�è>ëÕñ�ô ê��nè/é�ì3òóì3çJéPïFì7æ�í7ä$ñ/ñ>è/æ<è/ä$ç�æÕì7ç�é�ë<ìQæ�î±é9ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ �3ñ>ä$ë<æ

ï�å�ï�ê3ð�ñ>ähè>ì3òóì3çJé¾ä$åÜï�ìZñ>îKë9ì7í3ä$ç
� � å�ë�î×é�è>ähçC÷ : ä$ò�ò�ìNç�ä$å�æUñ/ìgò�ì7ç�é�è>ähç�ç�è>ähç�æHïFê�T��
ï�îhç�æUñ�ô è/çJé�ë<änï�å�í@é�è/ä$ç �
í7ìbð�ë<ä$ù�ñ>ú3ò�ìqë9ì3æ<é9ìKä$å%�$ì7ë<éNï�îhç�æañ>ìXíÐîhæaï�ìbñ�ô åjé�è>ñ/èmæ�î±é9è/ähç�ï�ì3æNò�ê3é9ü�änï�ì3æaè>ç�ï�è/ë9ì3í3é�ì3æaù�îhæ9ê3ì7æNæ9å�ëañ/ì E \ E�÷
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�öñ>î�ë9ì3ò(î±ë9ýJå�ì Rj÷=<
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��î��$ì3í
0 = t0 < t1 < . . . < tn < tn+1 = tf

��ì@é
tk+1 − tk = ∆tk, ∀ k =

1, .., n
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k = 1, .., n
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









a2(t) = a2,k = a2(tk) = a2(tk−1)−
δak

2

a3(t) = a3,k = a3(tk) = a3(tk−1) +
δak

2

∀t ∈ [tk, tk+1[ .
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{

a2(t) = a2,0 = a2(t0) = a0

a3(t) = a3,0 = a3(t0) = a0
∀t ∈ [t0, t1[ .

,X<?A 2

øUô ì'&FðFë9ì7æ<æ9è>ä$çÊï�ì3æ�ïFì7ò�è$� � ë�îhçFï�æ�îA&jì7æöï1î±ç�æ , 5 ] 2óé9ë�îhïFå�è/é�ñ>î�þÿæC�jò�ê@é�ë9è/ì�ïFì7æöò(î±ç�+så
�në9ì7æ<��ê��$änýJå�ê3ì
ð�ñ>åFæ�ü1îhåFé7÷ cKì�ð�ñ/å�æ �UçFä$å�æ�çFì�ð�ë<ì7ç�ä$çFæóì3çií3ä$òóðjé�ìöýJå�ì�ñÈôºì�>�ì@é�æ9ê3í7å�ñ>îhè>ë<ìöï�å

J2
æ9å�ë

Ω
÷ )Uç
�1ç �Qñ/ì7æ

ä$ë9ùFè/é�ì3æsæ9ä$ç�é í7ähç�æ9è/ï�ê7ë<ê7ì7æ í3ä$òóò�ìÜð1îhëûõlîhè/é9ì7ò�ì7çJé
í7è/ë9í7åFñ|îhè/ë9ì3æ�,
e = 0

2�ì3é ñ�ô ê3íÐîhëûé�ï�ì�ï�ì3òóè�� � ë9îhç�ï�î(&Fì
∆a(t) = a3(t)− a2(t)

ì7æûégæ9åFð�ð}ä$æ9ê�çFê � ñ/è � ì7îhù�ñ/ìXï�ì��±îhç�égñ|î �×îhñ>ì3å�ë a0 �næ<ä$è/é ∆a(t)¿ a0, ∀t ∈ [t0, tf ]
÷
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EUë9ì7å%�$ì U
c�ô îhð�ë9ú3æ , 5 ] 2aì3é ,X<?A 2���çFä$å�æqî��$ähç�æ �1ð}ä$å�ë

k = 0, .., n
U























a2(t) = a2,k = a0 −
∆ak

2

a3(t) = a3,k = a0 +
∆ak

2

∀t ∈ [tk, tk+1[ ,

ä�8
∆ak =

k
∑

j=0

δak
ë9ì3ð�ë9ê3æ9ì3çJé�ì ñ�ôºê7íÐî±ë<éXï�ìsï�ì7ò�è�� � ë9îhç�ïöîA&jìKþÿí3ä$å�ë�î±çJéC� U

∆a(t) = a3(t)− a2(t) = ∆ak,∀t ∈ [tk, tk+1[ ,

î��$ì3í�ñ|îÔí7ähçi�$ì7ç�é�è/ä$ç
∆a0 = δa0 = 0

÷
)UçJé�ë<ì

tk
ì@é
tk+1

�jí±ô ì3æ<é/� ï�è/ë9ìbð}ì3ç�ï1îhç�égñ|î�ï�å�ë<ê7ì
∆tk

�nñ�ô ê3íÐîhëûéNï�ìKïFì7ò�è$� � ë�îhçFï(îA&jì ∆ak í7ë<ê7ìKì7ç�é�ë9ì S2ì3é
S3

U

� åFç�ê3íÐîhëûéqïÕô îhæ<í7ì3ç�æ9è/ä$ç�ï�ë9ähè/é�ì�ïFå�ç�änì3å�ï^îhæ<í7ì3ç�ï1îhç�é Ω ��ð1î±ëZì�>�ì3éXæ9ê3í7å�ñ>îhè>ë<ì
ïFå J2 ��ïFìsñ>î�õ�ä$ë<òóìYU

δΩk = KΩ∆a
k∆tk,

� åFç^ê3íÐî±ë<éqïCô îhë � åFòóì3çJéXï�ìsñ|î×é�è/é9å�ï�ì �në�î±è>ì�,lò�ä$å
�$ì3òóì3çJé�-
ì7ð�ñ/ì7ë<è>ì3ç 2Nï�ìsñ|î�õ�ä$ë9ò�ì U

δαk = Kα∆a
k∆tk,

îhå�ð�ë<ì7ò�è>ì3ëZä$ë<ï�ë9ìsì3ç ∆ak
a0

÷
øPì7æqí3ä$ç�æûéÑîhç�é�ì3æ

KΩ

ì@é
Kα

ä$ç�éqð}ä$åFëXì�&jð�ë<ì7æ9æ<è>ä$ç U

KΩ =
21

4

R2ì7ý J2√µ cos(i)
a
9/2
0

Kα = −
3
√
µ

2 a
5/2
0

,

ä�8
� R

ì3ý ì7æ<éqñ>ì
ë9î��$ä$ç�ê3ýJå1î±é9ä$ë9è>îhñÕé�ì3ë9ë<ì7æ<é9ë9ì@�
� J2

ñ�ô ü�îhë9ò�ä$ç�è/ýJå�ì =7ähç1îhñPïÕô ä$ë<ï�ë9ì 5 �
� µ

ñ|îÔí7ähç�æ<é�îhçJé9ì�ïCô î±é9é9ë�îhí@é�è/ä$çöï�ìsñ>î 
�ì7ë<ë9ì@�
� i

ñÈôºè>ç�í3ñ>èmç1îhèmæ9ä$ç�ï�ì3æqæ�î×é�ì7ñ/ñ>èmé�ì3æ7÷
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: ì7æ�í3ä$ç�é�ë9è/ù�åFé�è/ä$ç�æ�ê3ñ>ê7ò�ì3çJéÑî±è>ë9ì3æÔæ3ô î�T<ä$åjé�ì7ç�é�ð}ä$å�ëÔï�ä$çFç�ì7ë��¾ì7ç �1ç-ïFì�ï�ê7ð�ñ/ä$è/ì7ò�ì7ç�ém�oèÈ÷ºì±÷¾îhð�ë<ú7æÜå�ç�ì
ï�å�ë<ê7ì

tf
��ñ>ì3æXì'&FðFë9ì7æ<æ9è>ähç�æbæ<å�è.�×îhçJé9ì7æqïFì7æqê3íÐîhëûé�æXé9ähéÑî±å%&JU

� ïÕô îhæ<í7ì3ç�æ9è/ä$ç^ï�ë<ä$è/é9ì
ï�å�ç�änì7åFï�îhæ<í7ì7çFï1îhç�é Ω U

∆Ω =
n
∑

k=0

δΩk = KΩ

n
∑

k=0

∆ak∆tk = KΩ tf (a3 − a2)m

� ïÕô îhë � å�ò�ì7ç�éXï�ì�ñ>î±é9è/é9å�ï�ì �në�îhè/ì U

∆α =
n
∑

k=0

δαk = Kα

n
∑

k=0

∆ak∆tk = Kα tf (a3 − a2)m,

í7ä$çjõ�ä$ë9ò�ê7ò�ì7ç�é:�Üñ|îÔç�ähéÑî×é�è>ähçöïFê��1ç�è/ìsì7ç § Rj÷ 5 ÷�)Qç�ì�>�ì3é �1ç�ä$å�æqî��$ähç�æ U

tf (a3 − a2)m =

∫ tf

0

(a3(t)− a2(t)) dt

=
n
∑

k=0

∫ tk+1

tk

(a3(t)− a2(t)) dt

=
n
∑

k=0

∫ tk+1

tk

∆akdt

=
n
∑

k=0

∆ak∆tk.

EHîhë*í3ä$ç�æ9ê3ýJå�ì7çJé �Zñ>ì3æ*ê3íÐîhëûé�æ �nè>æ<ê7æ*ì7ç
Ω
ì3é�ì3ç

α
æ9ähçJé*é�ähå�æ*ï�ì7å%&�ð�ë9ä$ð}ähë<é�è/ä$ç�ç�ì3ñ>æ �Bñ>î�ò�ä(�$ì3ç�ç�ì

é�ì3òóð}ä$ë<ì7ñ/ñ>ìbï�ì�ñÈôºê7íÐî±ë<égï�ì
ïFì7ò�è$� � ë�îhçFï�î(&Fì�æ9å�ëgñ|î�ï�åFë9ê7ì
ï�ì�ï�ê3ð�ñ>ä$è/ì7ò�ì7ç�éÐ÷�"eñÕçCô ì3æ<éXï�ä$çFí
ð1îhægð}ä$æ<æ9è>ùFñ>ì
ï�ì
æ9î±é�è/æ<õlîhè/ë9ìbæ9è/òÔå�ñ/é�îhç�ê3ò�ì7çJéNñ/ì7ægï�ì3å%&�ì�&jè � ì7çFí7ì7æXîhæ9æ<äní7è/ê7ì7æ���æ�îhåFõ�ï1îhç�ægñ>ìKíÐî±ægé�ë<ú7æZð�îhë<é9è>í7åFñ>è/ì7ëaä�8�ñ>ì7æ
�±îhñ/ì7å�ë<æI�nè>æ9ê3ì7æ/�$ê3ë9è.��ì7çJé

∆Ω =
KΩ

Kα

∆α
÷
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